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Zusammenfassungen

Abstract

Let G = (V,E) be a simple, finite, undirected graph with vertex set V (G) and edge set E(G). An

independent set of G is a subset I of vertices with no two of its members adjacent in G; a well-

studied combinatorial optimization problem is to find an independent set of maximal cardinality.

Due to the computational complexity of the depending decision problem it is justified to deal

with bounds on the independence number, primarily with lower bounds.

This Master’s Thesis introduces a new lower bound that can be seen as an improvement of the

classical lower bound on the independence number proofed independently by Caro and Wei.

Especially, deductions of the result are of interest, because they lead to simple and efficiently

computable bounds. Apart from comparisons with other classical lower bounds of O. Murphy

und S. M. Selkow, the result is used to deduce a bound that comes close to a conjecture of

E. Bertram und P. Horak.

Zusammenfassung

Gegeben sei ein einfacher, endlicher, ungerichteter Graph G = (V,E) mit Eckenmenge V (G) und

Kantenmenge E(G). Eine unabhängige Menge in G ist eine Teilmenge der Eckenmenge V (G),

in der je zwei Ecken nicht adjazent in G sind. Ein oft untersuchtes kombinatorisches Optimie-

rungsproblem ist die Frage nach einer unabhängigen Menge maximaler Kardinalität. Aufgrund

der schweren Berechenbarkeit des dazugehörigen Entscheidungsproblems ist es gerechtfertigt,

sich mit Schranken, überwiegend unteren Schranken, zu beschäftigen.

Der Beitrag dieser Masterarbeit ist eine neue untere Schranke, die als Verbesserung der bekann-

ten Caro-Wei-Schranke aufgefasst werden kann. Hierbei sind insbesondere Spezialisierungen von

Interesse, die zu einfachen und leicht berechenbaren Schranken führen. Neben Vergleichen mit

klassischen unteren Schranken von O. Murphy und S. M. Selkow wird das Resultat genutzt, um

eine Schranke zu entwickeln, die einer Vermutung von E. Bertram und P. Horak nahe kommt.
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1 Einführung

Das graphentheoretische Unabhängigkeitsproblem ist eines der bekanntesten und am meist un-

tersuchten Probleme der kombinatorischen Optimierung. Hierzu gehen wir von einem einfachen,

endlichen und ungerichteten Graph G = (V,E) mit Eckenmenge V = V (G) und Kantenmenge

E = E(G) aus.

Eine Teilmenge I ⊆ V (G) der Eckenmenge nennen wir unabhängig, wenn je zwei Ecken aus I

nicht adjazent, das heißt nicht benachbart, sind. Die maximale Mächtigkeit einer solchen Menge

bezeichnen wir mit der Unabhängigkeitszahl α(G). Als einer der fundamentalen Parameter der

Graphentheorie wurde die Unabhängigkeitszahl im Laufe der letzten Jahrzehnte häufig unter-

sucht und ist Teil vieler wichtiger Anwendungen [BW06; BAT11].

Wir betrachten das zu α(G) gehörige Entscheidungsproblem Maximum Independent Set

[GJ79], welches besagt, dass zu gegebenem Graphen G und natürlicher Zahl k entschieden wer-

den soll, ob es in G eine unabhängige Menge mit mindestens der Größe k gibt. Dies war eines

der ersten bekannten NP-vollständigen Probleme [Kar72]; was bedeutet, dass es keine effizienten

exakten Lösungsalgorithmen für dieses Problem unter der Voraussetzung P 6= NP geben kann.

Zusätzlich ist hier keine Ausführungsgarantie gegeben [EH00; Has96]; das heißt es gibt keinen

Algorithmus, der zu beliebigem Graphen eine unabhängige Menge der Größe c · α(G) für gege-

benes c > 0 in polynomialer Zeit unter der Voraussetzung P 6= NP findet. Für weiterführende

Aspekte der NP-Problematik sei auf das Grundlagenwerk von M. R. Garey und D. S. Johnson

[GJ79] verwiesen.

In Anbetracht dieser
”
schweren Berechenbarkeit“ ist es gerechtfertigt sich mit Schranken, über-

wiegend unteren Schranken, zu beschäftigen. Viele bekannte Resultate dieser Art lassen sich

in entsprechender Literatur finden; es sei besonders auf die große Sammlung durch C. Larson

und P. Gaskill [LG] verwiesen. In dieser Masterarbeit soll zunächst eine Schranke hergeleitet

werden, in die als Information die gesamte Struktur des Graphen eingeht. Die Berechnung einer

solchen Schranke wird entsprechend
”
langwierig“ sein, das heißt im Allgemeinen nicht in poly-

nomialer Zeit durchführbar, woraus sich sofort die Frage ergibt, ob man ihre Berechnung nicht

durch die exakte Bestimmung von α(G) und der maximum unabhängigen Menge von G ersetzt.

Diese Schranke wird aber der Ausgangspunkt zur Entwicklung einfacher, effizient berechenbarer

Schranken und weiterer Resultate sein.

1.1 Übersicht zu Caro-Wei-ähnlichen Schranken

Es gibt diverse untere Schranken für die Unabhängigkeitszahl, die sich mit verschiedensten Infor-

mationen über den Graphen ermitteln lassen. In dieser Arbeit betrachten wir jedoch nur solche,

die sich aus der Nachbarschaftsstruktur des Graphen berechnen lassen. Im Folgenden werden

einige bekannte untere Schranken aufgelistet; hierbei wird versucht, diese anhand der zu ihrer

Berechnung benötigten Informationen intuitiv einzuteilen.
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Es sei lediglich erwähnt, dass es eine Vielzahl anderer unterer Schranken für α(G) gibt. Bei-

spielsweise lassen sich mit der Färbungszahl χ(G) eines Graphen G und der leicht zu sehenden

Abschätzung α(G) ≥ |V (G)|/χ(G) einige Schranken herleiten. Ein bekanntes Resultat besagt, dass

χ(G) ≤ ∆(G) mit ∆(G) dem Maximalgrad von G ist und damit α(G) ≥ |V (G)|/∆(G) für Gra-

phen gilt, die weder vollständig noch ein Kreis sind [Bro41], oder auch dass die Abschätzung

α(G) ≥ |V (G)|/λmax(G) gilt [Wil67], wobei λmax(G) den größten Eigenwert der zu G gehörenden

Adjazenzmatrix bezeichnet.

An dieser Stelle seien zuerst kurz einige Begriffe erklärt. Zu einer Ecke v ∈ V (G) ist die Nachbar-

schaft NG(v) die Menge aller Ecken u ∈ V (G) mit uv ∈ E(G). Die Anzahl der Nachbarn ist der

Grad dG(v) := |NG(v)|, der kleinste Wert ist der Minimalgrad δ(G) := min{dG(v) | v ∈ V (G)}.
Mit NG[v] := NG(v) ∪ {v} bezeichnen wir die abgeschlossene Nachbarschaft und zu einer Teil-

menge C ⊆ V (G) ist der durch die Ecken aus C induzierte Untergraph H := G[C] der Graph

mit Eckenmenge V (H) = C und Kantenmenge E(H) = {uv | u, v ∈ C, uv ∈ E(G)}. Eine Clique

ist ein vollständiger Untergraph.

Unter den Ersten, die sich ausgiebig mit der Unabhängigkeitszahl beschäftigten, waren es Y. Caro

[Car79] und V. K. Wei [Wei81], die unabhängig voneinander die klassische, heute als Caro-Wei-

Schranke bekannte, untere Schranke für die Unabhängigkeitszahl entwickelten, die sich nur aus

den Graden dG(v) der Ecken v ∈ V (G) berechnen lässt.

Proposition 1.1.1 (Y. Caro, V. K. Wei)

Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt

α(G) ≥ CW (G), (1.1)

wobei CW (G) die Caro-Wei-Schranke bezeichnet,

CW (G) :=
∑

v∈V (G)

1

dG(v) + 1
.

Ist G = Kn der vollständige Graph mit n Ecken, so ist die Caro-Wei-Schranke scharf. Gleiches

gilt für einen Graphen bestehend aus unabhängigen Cliquen. Wir zeigen hier kurz, dass auch

die Umkehrung gilt. Sei G = (V,E) ein beliebiger zusammenhängender Graph, für den in (1.1)

Gleichheit gilt. Es sei v ∈ V (G) eine Ecke mit minimalem Grad, das heißt dG(v) = δ(G), und sei

H = G[V (G) \NG[v]] der induzierte Untergraph ohne die abgeschlossene Nachbarschaft NG[v]

von v.

Dann gilt

α(G) ≥ α(H) + 1 ≥ CW (H) + 1

=
∑

u∈V (H)

1

dH(u) + 1
+
∑

w∈NG[v]

1

δ(G) + 1

≥
∑

u∈V (H)

1

dG(u) + 1
+
∑

w∈NG[v]

1

dG(w) + 1

= CW (G) = α(G).
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Somit gilt in dieser Ungleichungskette überall Gleichheit und folglich ist dH(u) = dG(u) für alle

u ∈ V (H). Die Ecken von NG[v] sind nicht mit den Ecken in H adjazent, sie bilden also eine

Komponente von G; wegen des Zusammenhangs von G ist H = ∅ der leere Graph. Da außerdem

dG(w) = δ(G) für alle w ∈ NG[v] gilt, ist G = Kδ(G)+1 ein vollständiger Graph mit δ(G) + 1

Ecken gewesen und die Umkehrung gezeigt.

Die Caro-Wei-Schranke CW (G) ist folglich genau dann scharf, wenn G ein Graph bestehend aus

unabhängigen Cliquen ist. In allen anderen Fällen ist die Schranke nicht scharf und kann somit

verbessert werden. Im Folgenden werden einige Verbesserungen der Caro-Wei-Schranke aufge-

listet; für deren Beweise sei auf die entsprechenden Literaturstellen verwiesen. In Kapitel 2 wird

eine neue Schranke vorgestellt; auch diese kann als eine Verbesserung der Caro-Wei-Schranke

aufgefasst werden.

Eine der ersten Verbesserung von CW (G) zeigte O. Murphy [Mur91] im Jahr 1991.

Proposition 1.1.2 (O. Murphy)

Sei G = (V,E) ein zusammenhängender Graph. Dann gilt

α(G) ≥ CW (G) +
CW (G)− 1

∆ (∆ + 1)
. (1.2)

Hierbei bezeichnet ∆ = ∆(G) den Maximalgrad von G.

Die beiden erwähnten Schranken (Proposition 1.1.1 und 1.1.2) beziehen ihre Informationen zu

jeder Ecke v ∈ V (G) nur aus dem Grad dG(v). Schranken, die sich nur aus den Graden der

Ecken berechnen lassen, teilen wir in eine erste Kategorie ein. Mit ωG(v) sei die Anzahl der

Ecken der größten Clique bezeichnet, die v enthält. Lässt man neben dG(v) auch ωG(v) als einen

zu betrachtenden Eckenparameter zu, so zählt auch die folgende Vermutung von E. Bertram

und P. Horak [BH96] in die erste Kategorie.

Vermutung 1.1.3 (E. Bertram, P. Horak)

Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

2

dG(v) + ωG(v) + 1
.

Diese Vermutung wurde von C. Brause, B. Randerath, D. Rautenbach und I. Schiermeyer für

perfekte Graphen und Graphen mit Maximalgrad 4 bewiesen [Bra+15], im Allgemeinen ist sie

jedoch offen. In Kapitel 6 werden wir auf diese Vermutung genauer eingehen.

Nehmen wir in unsere Schranken neben dG(v) = |NG(v)| als weitere Information auch noch die

Menge NG(v) selbst hinzu, erhalten wir eine zweite Kategorie. Als dritte und letzte Kategorie

seien alle Schranken bezeichnet, die darüber hinaus noch weitere Eigenschaften des Graphen

verwenden. Ein Beispiel einer Schranke der zweiten Kategorie ist die folgende von S. M. Selkow

aus dem Jahr 1994 [Sel94].
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Proposition 1.1.4 (S. M. Selkow)

Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

 1

dG(v) + 1

(
1 + max

{
dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1
, 0

}) . (1.3)

Diese Schranke werden wir in Kapitel 4 genauer untersuchen.

Die folgende Schranke von E. Angel, R. Campigotto und C. Laforest [ACL13] ist ein Beispiel für

die dritte Kategorie. Zu ihrer Berechnung werden die gemeinsamen Nachbarschaften der Ecken

hinzugenommen. Von einer Ecke v ∈ V (G) ausgehend betrachten wir neben der Menge NG(v)

außerdem auch die Nachbarschaft NG(w) der Nachbarecken w ∈ NG(v), das heißt Ecken mit

Abstand 2 zur Ecke v.

Proposition 1.1.5 (E. Angel, R. Campigotto, C. Laforest)

Sei G = (V,E) ein zusammenhängender und nicht vollständiger Graph. Dann gilt

α(G) ≥ CW (G) +
ν

CW (G)− 1
,

wobei

ν :=
∑

v∈V (G)

dG(v)

(dG(v) + 1)2
− 2

∑
uv∈E(G)

1

(dG(u) + 1)(dG(v) + 1)

+ 2
∑

uv/∈E(G)

d(u, v)

(dG(u) + 1)(dG(v) + 1)(2 + dG(u) + dG(v)− d(u, v))

und d(u, v) := |NG(u) ∩NG(v)| die Anzahl gemeinsamer Nachbarn ist.

Oft ist es von Interesse, untere Schranken für die Unabhängigkeitszahl zu entwickeln, die wenige

und fundamentale Parameter der Graphen wie seine Eckenzahl n := |V (G)| und Kantenzahl

m := |E(G)| beinhalten. Die Jensen’sche Ungleichung bietet solch eine Möglichkeit, die Schran-

ken aus Abschnitt 1.1 in jene dieser Art weiterzuentwickeln.
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1.2 Die Jensen’sche Ungleichung

Wir formulieren die Jensen’sche Ungleichung für konvexe Funktionen.

Lemma 1.2.1 (Jensen’sche Ungleichung)

Sei f : D ⊆ R → R eine beliebige konvexe Funktion auf D, n ∈ N, xi ∈ D,λi ≥ 0 für

i = 1, . . . , n und
∑

i λi = 1.

Dann gilt

f

(
n∑
i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi). (J)

Wenden wir die Jensen’sche Ungleichung auf die Caro-Wei-Schranke mit der konvexen Funktion

x 7→ 1
x+1 an, so erhalten wir

α(G) ≥ CW (G) =
∑

v∈V (G)

1

dG(v) + 1
= n ·

∑
v∈V (G)

1

n

1

dG(v) + 1

(J)

≥ n · 1( ∑
v∈V (G)

1
ndG(v)

)
+ 1

=
n

d(G) + 1
.

(1.4)

Hierbei ist n := |V (G)| die Ordnung des Graphen und

d(G) :=
1

n

∑
v∈V (G)

dG(v) =
2 |E(G)|

n

der Durchschnittsgrad von G. Dies kann bereits in [Wei81] gefunden werden.

Eine andere Schranke erhält man mit der Jensen’schen Ungleichung angewendet auf ein Resultat

von J. Harant und D. Rautenbach [HR11].

Lemma 1.2.2

Für einen Graphen G = (V,E) mit κ Komponenten existiert eine positive Zahl k ∈ N und eine

Funktion f : V (G)→ N0 mit nicht-negativen ganzzahligen Werten, die f ≤ dG erfüllt.

Es gilt

α(G) ≥ k ≥
∑

v∈V (G)

1

dG(v) + 1− f(v)

und ∑
v∈V (G)

f(v) ≥ 2(k − κ).

Der Wert k ist im Allgemeinen nicht bekannt, mit der Jensen’schen Ungleichung lässt sich

allerdings eine quadratische Gleichung für k und damit eine Schranke für α(G) ermitteln. Für
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einen zusammenhängenden Graph G mit n Ecken und der konvexen Funktion x 7→ 1
x gilt

k

n
≥
∑

v∈V (G)

1

n

1

dG(v) + 1− f(v)

(J)

≥ 1∑
v∈V (G)

1
n

(
dG(v) + 1− f(v)

) ≥ 1

d(G) + 1− 2(k−1)
n

.

Umgestellt nach k, (
k

n

)2

− 1

2

(
d(G) + 1 +

2

n

)
· k
n

+
1

2
≤ 0,

ergibt sich aus der quadratischen Ungleichung:

k

n
≥

1
2

(
d(G) + 1 + 2

n

)
−
√

1
4

(
d(G) + 1 + 2

n

)2 − 2

2
=

2(
d(G) + 1 + 2

n

)
+

√(
d(G) + 1 + 2

n

)2 − 8
.

Verwendet man noch α(G) ≥ k, so ergibt sich:

α(G) ≥ 2n(
d(G) + 1 + 2

n

)
+

√(
d(G) + 1 + 2

n

)2 − 8
.

Schreibt man n
d(G)+1 als 2n

(d(G)+1)+(d(G)+1) , so ist für große n die Verbesserung von (1.4) durch

2n(
d(G) + 1 + 2

n

)
+

√(
d(G) + 1 + 2

n

)2 − 8
≥ n

d(G) + 1

leicht zu sehen.

1.3 Notation und Struktur der Arbeit

Im Folgenden wird kurz die verwendete Notation vorgestellt. Kapitel 2 stellt dann als ein wich-

tiges Resultat dieser Arbeit eine neue untere Schranke für die Unabhängigkeitszahl α(G) vor,

die anhand ausgewählter Beispiele veranschaulicht wird. Davon ausgehend lassen sich einfachere

Schranken herleiten, die allesamt Verbesserungen der Caro-Wei-Schranke (1.1) darstellen und

hinsichtlich anderer hier vorgestellter Schranken bewertet werden.

In Kapitel 3 wird der Beweis des neuen Resultats geführt, der über einen algorithmischen Zugang

gehen wird. Auf Grundlage des gleichen Algorithmus entwickelte S. M. Selkow die Schranke aus

Proposition 1.1.4, weshalb wir in Kapitel 4 genauer auf sein Resultat eingegangen möchten.

Die weiteren Kapitel zeigen Möglichkeiten auf, wie das neue Resultat unter gewissen Vorausset-

zungen zu verbessern wäre, und wie dies als möglicher Zugang zu Vermutung 1.1.3 von E. Bert-

ram und P. Horak verwendet werden kann.

Wir nutzen die Standardnotation und -terminologie der Graphentheorie. Hierzu sei auf Standard-

literatur der Graphentheorie, beispielsweise R. Diestels
”
Graphentheorie“ [Die96], verwiesen. Für

diese Arbeit wichtige Definitionen werden dennoch kurz angegeben.
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Wir betrachten einen einfachen, endlichen, ungerichteten Graphen G = (V,E) mit Eckenmenge

V = V (G) und Kantenmenge E = E(G). Für eine Ecke v ∈ V (G) und eine positive Zahl

q ∈ N bezeichnen wir Nq,G(v) := {u ∈ V (G) | dist(u, v) = q} als die q-te Nachbarschaft

von v, wobei mit dist(u, v) die Anzahl der Kanten eines kürzesten Weges von u nach v in G

bezeichnet wird. Für die direkte Nachbarschaft in G schreiben wir kurz NG(v) statt N1,G(v) und

mit NG[v] := NG(v)∪{v} benennen wir die abgeschlossene Nachbarschaft von v. Der Grad einer

Ecke ist dG(i) := |NG(i)|, mit δ(G) und ∆(G) bezeichnen wir Minimal- und Maximalgrad des

Graphen G. Die Unabhängigkeitszahl eines Graphen sei mit α(G) beschrieben. Ein Graph, dessen

Eckenmenge sich in zwei unabhängige Mengen partitionieren lässt, nennen wir einen bipartiten

Graphen.

Mit P(A) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A. Für ein weiteres Ereignis B

ist P(A | B) die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung, dass das Ereignis B eingetreten

ist. Der Erwartungswert einer Zufallsgröße X wird mit E(X) beschrieben.



2 Eine neue untere Schranke für die

Unabhängigkeitszahl

Nach grundlegenden Vorbereitungen wird in diesem Kapitel – als eines der zentralen Resultate

dieser Arbeit – eine neue, allgemeine Schranke für die Unabhängigkeitszahl α(G) vorgestellt.

Zwei Beispiele erläutern ihre Berechnung, bevor kritische Überlegungen die Forderung nach

einfacheren, aus dem allgemeinen Resultat abgeleiteten Schranken motiviert. Ein Beweis wird

im darauffolgenden Kapitel 3 geführt.

2.1 Formulierung des Resultats

Die hier vorgestellte Schranke ist wie die Caro-Wei-Schranke aus Proposition 1.1.1 eine Summa-

tion über die Eckenmenge V (G), wobei sich herausstellen wird, dass die einzelnen Summanden

gerade aus 1
dG(v)+1 wie in CW (G) und einem weiteren, nicht-negativen Teil bestehen. Wir er-

halten somit eine Verbesserung der Caro-Wei-Schranke. Da für die Berechnung die Struktur

des ganzen Graphen genutzt wird, gehört sie zur letzten Kategorie der Einteilung aus Kapi-

tel 1. Die benötigten Informationen zum Bestimmen der Summanden erhalten wir aus speziellen

Untergraphen, die nun definiert werden.

Definition 1

Zu v ∈ V (G) sei H ein sogenannter v-Graph, falls er folgende Eigenschaften erfüllt:

a) H ist ein induzierter zusammenhängender Untergraph von G mit v ∈ V (H).

b) Es existiert eine gerade, nicht-negative ganze Zahl p = p(H), so dass Np,H(v) 6= ∅ und

Np+1,H(v) = ∅.

c) Für alle ungeraden Zahlen q ∈ {1, . . . , p−1} dominiert die Menge Nq+1,H(v) die Ecken aus

Nq,H(v); das heißt, dass zu jeder Ecke u ∈ Nq,H(v) eine benachbarte Ecke w ∈ Nq+1,H(v)

existiert.

d) Für alle geraden Zahlen q ∈ {2, . . . , p} und je zwei a, b ∈ Nq,H(v) mit ab ∈ E(G),

gilt NG(a) ∩Nq−1,H(v) = NG(b) ∩Nq−1,H(v).

Mit H(v) bezeichnen wir die Menge aller v-Graphen H zu v ∈ V (G).

Es ist zu bemerken, dass Eigenschaft d) trivialerweise erfüllt ist, wenn die Menge Nq,H(v) un-

abhängig ist. Befinden sich zwischen den Mengen Nq,H(v) und Nq+1,H(v) alle möglichen Kanten,

so sind die Bedingungen c) und d) erfüllt. Diese beiden Situationen werden im Laufe dieser Ar-

beit öfters vorkommen.
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Zu v ∈ V (G) sei ein v-Graph H mit den Mengen Nq,H(v) für q = 0, . . . , p(H) gegeben. Eine

bijektive Abbildung von {1, . . . , |Nq,H(v)|} in die MengeNq,H(v) für ein q nennen wir Anordnung,

die Menge aller solcher Abbildungen bezeichnen wir mit Π(q,H). Ein π ∈ Π(q,H) liefert ein

geordnetes Tupel der Elemente aus Nq,H(v), welches wir mit [Nq,H(v)]π bezeichnen.

Sind zwei geordnete Tupel [M ] und [M ′] gegeben, können wir diese
”
aneinanderreihen“, wo-

durch ein geordnetes Tupel mit den Elementen aus M ∪M ′ entsteht, welches wir mit [M ∪M ′]
bezeichnen. Beispielsweise ist für [M ] = (a, b) und [M ′] = (c, d) die

”
Aneinanderreihung“ das

geordnete Tupel [M ∪M ′] = (a, b, c, d).

Seien also (π0, . . . , πp) ∈ Π(0, H)×· · ·×Π(p,H) Anordnungen für den v-Graphen H gegeben und

reihen wir [Np,H(v)]πp , [Np−1,H(v)]πp−1 , . . . , [N1,H(v)]π1 und [N0,H(v)]π0 aneinander, so erhalten

wir ein Tupel [Np,H(v)∪Np−1,H(v)∪· · ·∪N1,H(v)∪N0,H(v)] =: (u1, u2, . . . , unH ), dessen Elemente

wir geordnet mit u1, u2, . . . , unH bezeichnen.

Wir können jetzt die neue Schranke formulieren:

Theorem 1

Zu v ∈ V (G) sei ein v-Graph H mit den Mengen Nq,H(v) für q = 0, . . . , p(H) und die Anord-

nungen (π0, . . . , πp) ∈ Π(0, H)× · · ·×Π(p,H) gegeben. Die Ecken von H werden entsprechend

(π0, . . . , πp) mit u1, u2, . . . , unH benannt.

Hierauf definieren wir Zahlen

a1(π0, . . . , πp) := |NG[V (H)]| = |NG[{u1, . . . , unH}]|,
as(π0, . . . , πp) := |NG[{us, . . . , unH}] \ {u1, . . . , us−1}|

(3)

für s = 2, . . . , anH .

Dann ist

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

∑
H∈H(v)

∑
(π0,...,πp)∈Π(0,H)×···×Π(p,H)

1

a1(π0, . . . , πp) · . . . · anH (π0, . . . , πp)
. (F)

Bemerkung

Betrachten wir zu einer Ecke v ∈ V (G) den v-Graphen H mit p(H) = 0. Dann ist H = ({v}, ∅)
und für die Faktoren (3) verbleibt nur a1 = |NG[V (H)]| = |NG[v]| = dG(v) + 1. Wir erhalten

also den Summanden 1
dG(v)+1 für (F); das ist der Summand der Caro-Wei-Schranke.

Sei hingegen ein v-Graph H mit p(H) 6= 0 gegeben. Dann sind alle Faktoren aus (3) positiv

und somit auch der Summand in (F). Damit stellen wir fest, dass Theorem 1 eine Verbesserung

von CW (G) in Proposition 1.1.1 ist. Da p(H) gerade ist, muss p(H) ≥ 2 gelten. Es gibt dann

zu v eine Ecke aus der gleichen Komponente, die nicht mit v adjazent ist.

Solche v-Graphen mit p(H) 6= 0 existieren also immer dann, wenn es eine nichtleere zweite

Nachbarschaft gibt. Besteht der Graph aus einer disjunkten Vereinigung von Cliquen, so ist die

zweite Nachbarschaft jeder Ecke leer. Es gibt somit keine v-Graphen mit p(H) 6= 0. In diesem

Fall ist unsere Schranke (F) gleich der Caro-Wei-Schranke (1.1), welche schließlich auch nicht

verbessert werden konnte.

Um den Leser an das Theorem heranzuführen, werden wir es im Folgenden auf zwei kleine

Beispiele anwenden.
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2.2 Beispiele

Es hat sich gezeigt, dass die Untersuchung eines Sterns und eines Kreises sehr gut geeignet sind,

um die Berechnung der Schranke exemplarisch aufzuzeigen.

2.2.1 Stern

Zu einer natürlichen Zahl k ≥ 2 sei G = K1,k der Graph eines Sterns mit k Zacken. Hierbei

bezeichnen wir den
”
Mittelpunkt“ mit z, das ist die Ecke vom Grad k.

v z

Es ist leicht zu sehen, dass α(K1,k) = k. Die Caro-Wei-Schranke ist k · 1
2 + 1

k+1 .

Wir möchten Theorem 1 anwenden, um dem Leser einen ersten Eindruck der Verwendung des

Resultats und eine Anleitung zur Berechnung von (F) zu ermöglichen. Wir müssen dazu

T (v,H) :=
∑

(π0,...,πp)∈Π(0,H)×···×Π(p,H)

1

a1(π0, . . . , πp) · . . . · anH (π0, . . . , πp)

für alle H ∈ H(v) bestimmen.

Dazu sei zuerst v = z der Mittelpunkt. Seine zweite Nachbarschaft ist leer, die Menge H(z)

besteht nur aus dem Punktgraphen ({z}, ∅) und T (z,H) = 1
k+1 , das ist der Summand der

Caro-Wei-Schranke.

Sei nun v ∈ V (K1,k) \ {z} und H ∈ H(v) ein v-Graph mit p(H) 6= 0. Dann ist p(H) = 2 und es

gilt N0,H(v) = {v}, N1,H(v) = {z} und N2,H(v) ⊆ V (K1,k) \ {v, z}, N2,H(v) 6= ∅. Der v-Graph

H (beispielsweise in der Abbildung in rot dargestellt) hängt damit nur noch von N2,H(v) ab,

wir schreiben daher kurz mH := |N2,H(v)|. Aufgrund der Symmetrie des Graphen K1,k ist der

Summand T (v,H) von π2 ∈ Π(2, H) unabhängig, diese Menge enthält mH ! Elemente.
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Damit ergibt sich für (F)

α(K1,k) ≥
1

k + 1
+

∑
v∈V (K1,k)\{z}

1

2
+
∑

H∈H(v),
p(H)=2

mH ! · 1

a1 · a2 · . . . · amH · az · av

 .

Für die Berechnung der Faktoren a1, a2, . . . amH , az, av in (3) aus Theorem 1 gelten folgende

Gleichungen:

a1 = |NK1,k
[V (H)]| = |V (K1,k)| = k + 1,

a2 = |NK1,k
[V (H) \ {u1}] \ {u1}| = |V (K1,k) \ {u1}| = k,

...

amH = |NK1,k
[{v, z, umH}] \ {u1, . . . , umH−1}| = |V (K1,k) \ {u1, . . . , umH−1}| = k + 2−mH ,

az = |NK1,k
[{v, z}] \N2,H(v)| = |V (K1,k) \ {u1, . . . , umH}| = k + 1−mH ,

av = |NK1,k
[{v}] \ (N2,H(v) ∪ {z})| = |{v}| = 1.

Statt H ∈ H(v) mit p(H) = 2 zu wählen, reicht es also mH ∈ {1, 2, . . . , k−1} zu betrachten. Die

Summe über H reduziert sich zum Faktor
(
k−1
mH

)
aufgrund der Möglichkeiten die Menge N2,H(v)

zu wählen. Es folgt als Abschätzung

α(K1,k) ≥
1

k + 1
+

∑
v∈V (K1,k)\{z}

(
1

2
+

k−1∑
mH=1

(
k − 1

mH

)
·mH ! · 1

(k + 1) · k · . . . · (k + 1−mH) · 1

)

=
1

k + 1
+ k · 1

2
+ k ·

k−1∑
mH=1

(k − 1)!

mH ! · (k − 1−mH)!
·mH ! · (k −mH)!

(k + 1)!

=
1

k + 1
+ k · 1

2
+

k−1∑
mH=1

k −mH

k + 1

=
1

k + 1
+ k · 1

2
+

(k − 1) · k − k·(k−1)
2

k + 1

≥ k

2
+

k

2

k − 1

k + 1
> k − 1

und somit gilt α(K1,k) ≥ k, denn α(G) muss ganzzahlig sein.
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2.2.2 Kreis

Im Weiteren betrachten wir den Kreis C2k, k ∈ N mit gerader Eckenanzahl und werden bereits

hier sehen, dass die Berechnung der Schranke (F) schon wesentlich langwieriger sein wird.

v

A

B

Sei n eine gerade natürliche Zahl und G = Cn der Kreis mit n Ecken. Wir wählen eine beliebige

Ecke v ∈ V (Cn). Es ist leicht zu sehen, dass ein v-Graph H ∈ H(v) aus einem Weg besteht, so

dass von v ausgehend betrachtet, A weitere Ecken in linker Richtung folgen und sich B Ecken auf

der rechten Seite befinden. Hierbei ist A,B ∈ {0, 2, 4, . . . }, damit Eigenschaft b) von Definition 1

erfüllt ist. Somit hängt H ∈ H(v) nur von v,A,B ab; wir schreiben daher H(v,A,B).

Wir möchten Theorem 1 verwenden, um eine Abschätzung für die Unabhängigkeitszahl α(Cn)

zu bekommen. Offensichtlich ist α(Cn) = n/2 und die Caro-Wei-Schranke CW (Cn) = n/3. Bei

dem Beispiel mit dem Stern konnten wir feststellen, dass die Schranke den tatsächlichen Wert

α(G) getroffen hat. Wir wollen sehen, ob dies auch in diesem Beispiel der Fall ist.

Erneut soll

T (H(v,A,B)) :=
∑

(π0,...,πp)∈Π(0,H)×···×Π(p,H)

1

a1(π0, . . . , πp) · . . . · anH (π0, . . . , πp)

für alle H(v,A,B) ∈ H(v), abhängig von A und B, bestimmt werden.

• Zu Beginn sei A = B = 0. Dann ist p(H(v, 0, 0)) = 0 und wir erhalten den Summanden

der Caro-Wei-Schranke

T (H(v, 0, 0)) =
1

dCn(v) + 1
=

1

3
.

• Sei jetzt nur noch B = 0, dann enthalten die Mengen Nq,H(v,A,0)(v) genau ein Element

und damit auch die Mengen Π(q,H(v,A, 0)) für q = 1, . . . , A. Es folgt

T (H(v,A, 0)) =
1

a1 · a2 · . . . · aA+1

mit a1 = |NCn [V (H(v,A, 0))]| und as = |NCn [{us, . . . , uA+1}] \ {u1, . . . , us−1}|, vergleiche

hierfür (3) in Theorem 1. Die folgende Abbildung soll uns unterstützen, die Faktoren

a1, . . . , aA+1 zu bestimmen. Die Ecken V (H(v,A, 0)) sind hierbei schwarz eingefärbt.
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v

A

B

a1a2a3aA

a(A+1)

Die grünen Pfeile sollen verdeutlichen, welche Ecken für die Bestimmung der Faktoren

as für s = 1, . . . , A + 1 zu zählen sind. Der Leser vergleiche dies mit der Definition der

Faktoren (3). Falls A = n − 2 ist, dann entsprechen die beiden weißen Ecken in der

Zeichnung der gleichen Ecke und dürfen nur einmal gezählt werden. Es gilt somit

a1 = min{A+ 3, n},
a2 = A+ 1,

a3 = A,

...

aA = 3,

aA+1 = 2

und folglich

T (H(v,A, 0)) =
1

min{A+ 3, n} · (A+ 1)!
.

• Der Fall A = 0 und B 6= 0 wird analog betrachtet.

• Für den letzten Fall mit A und B ungleich Null nehmen wir an, dass A ≥ B ist. Die

Mengen Nq,H(v) für q = B + 1, . . . , A enthalten, sofern sie vorhanden sind, nur eine Ecke.

Damit ist

T (H(v,A,B))

=
∑

(π1,...,πB−1)∈Π(1,H)×···×Π(B−1,H)

∑
πB∈Π(B,H)

1

a1(π1, . . . , πB) · . . . · anA+B+1(π1, . . . , πB)
,

mit a1 = |NCn [V (H(v,A,B))]| und as = |NCn [{us, . . . , uA+B+1}] \ {u1, . . . , us−1}|.

Dazu werden wir den Graphen H(v,A,B), wie in den folgenden Schritten dargestellt,

reduzieren, um die Größe der Faktoren a1, a2, . . . , aA+B+1 aus (3) zu bestimmen.

– Sei zunächst A > B. Wir starten mit der Berechnung von a1, a2, . . . , a1+(A−B) für die

Mengen Nq,H(v), die genau eine Ecke enthalten.
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v

A

B

a1a2a3a(1+(A−B))

Ecken, die in der Abbildung übereinander abgebildet sind, befinden sich in derselben

Menge Nq,H(v) für ein geeignetes q. Wiederum sind die Ecken aus V (H) schwarz

eingefärbt. Falls A + B = n − 2, so entsprechen sich wieder die weißen Ecken. Die

grünen Pfeile verdeutlichen erneut, welche Ecken für welchen Faktor zu zählen sind.

Es folgt

a1 = min{A+B + 3, n},
a2 = A+B + 1,

a3 = A+B,

...

a1+(A−B) = 2B + 2.

– Bevor wir die verbleibenden Ecken des Graphen H(v,A,B) in der folgenden Abbil-

dung betrachten, stellen wir fest, dass die Berechnung von aq(π1, . . . , πB) nicht von

den Anordnungen π1, . . . , πB−1 abhängt, das heißt

T (H(v,A,B)) = 2B−1 ·
∑

πB∈Π(B,H)

1

a1(πB) · . . . · anA+B+1(πB)
.

Die Berechnung des nächsten Faktors a2+(A−B) hängt von πB ∈ Π(B,H) ab. Die

folgende Abbildung verdeutlicht dies:

v

A

B

a(2+(A−B))a(3+(A−B))
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Es gilt

a2+(A−B) = 2B oder 2B + 1,

a3+(A−B) = 2B − 1,

a4+(A−B) = 2B − 2,

...

aA+B = 2,

aA+B+1 = 1

und somit

T (H(v,A,B)) = 2B−1 ·
(

2B
min{A+B+3,n}·(A+B+1)! + 2B+1

min{A+B+3,n}·(A+B+1)!

)
.

– Der Fall B > A wird wieder analog behandelt und für den Spezialfall A = B ergibt

sich

T (H(v,A,B = A)) = 2B · 1

min{A+B + 3, n} · (A+B + 1) · (A+B − 1)!
.

Um nun die Unabhängigkeitszahl α(Cn) für einen Kreis abzuschätzen, bestimmen wir (F) und

fassen zusammen.

α(Cn) ≥ n ·

(
1

3

+
∑

A∈{2,4,...,n−2}

2

min{A+ 3, n} · (A+ 1)!

+
∑

A∈{2,4,...,n
2
−1}

2A · 1

min{2A+ 3, n} · (2A+ 1) · (2A− 1)!

+
∑

A∈{2,4,...,n−4}

∑
B∈{2,4,...,n−A−2}

2B · 4B + 1

min{A+B + 3, n} · (A+B + 1)!

)
.

(2.1)

Diese Ungleichung (2.1) erscheint wenig transparent und ist somit schwer zu deuten. Deswegen

möchten wir zunächst für den Kreis C6 mit sechs Ecken die Formel berechnen.

α(C6) ≥ 6 ·

(
1

3

+
∑

A∈{2,4}

2

min{A+ 3, 6} · (A+ 1)!

+
∑
A∈{2}

2A · 1

min{2A+ 3, 6} · (2A+ 1) · (2A− 1)!

+
∑
A∈{2}

∑
B∈{2}

2B · 4B + 1

min{A+B + 3, 6} · (A+B + 1)!

)
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= 6 ·

(
1

3
+

2

5 · 3!
+

2

6 · 5!
+ 4 · 1

6 · 5 · 3!
+ 4 · 9

6 · 5!

)

= 6 ·
(

1

3
+

1

15
+

1

360
+

1

45
+

1

20

)
=

57

20
= 2,85 ≥ 6

3
= CW (C6).

Also muss α(C6) ≥ 3 gelten und in diesem Fall entspricht die Schranke dem tatsächlichen Wert

α(C6) = 3.

Berechnet man Formel (2.1) für den Graphen G = C10, so erhält man das Ergebnis 4,71. Dieser

Wert ist besser als 10 · 2/5 = 4, welches sich aus der Vermutung 1.1.3 von E. Bertram und

P. Horak ergibt. Für Kreise ist die Vermutung bewiesen, denn der Maximalgrad dieser Graphen

ist 2.

Betrachten wir das Resultat allgemein für Kreise Cn mit geradem n und lassen nun n → ∞
gehen. Es gilt α(Cn)/n = 0,5. Wir versuchen durch verschiedene Abschätzungen den Grenzwert

der Schranke (2.1) zu bestimmen, welcher idealerweise möglichst nahe der 0,5 sein sollte.

0,5 =
α(Cn)

n
≥

(
1

3

+
∑

A∈{2,4,...,n−2}

2

min{A+ 3, n} · (A+ 1)!

+
∑

A∈{2,4,...,n
2
−1}

2A · 1

min{2A+ 3, n} · (2A+ 1) · (2A− 1)!

+
∑

A∈{2,4,...,n−4}

∑
B∈{2,4,...,n−A−2}

2B · 4B + 1

min{A+B + 3, n} · (A+B + 1)!

)

≥

(
1

3

+
∑

A∈{2,4,...,n−2}

2

(A+ 3) · (A+ 1)!

+
∑

A∈{2,4,...,n
2
−1}

2A · 2A
(2A+ 3) · (2A+ 1)!

C:=A+B
+

∑
C∈{4,6,...,n−2}

∑
B∈{2,4,...,C−2}

2B · (4B + 1)

(C + 3) · (C + 1)!

)
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=

(
1

3

− 2

3
+ 2 cosh(1)− 2 sinh(1)

+
1

16

(
5
√

2 exp(
√

2)− 2
√

2 sin(
√

2)− 6 exp(
√

2)

+ 12 cos(
√

2)− 5
√

2 exp(−
√

2)− 6 exp(−
√

2)
)

+
1

3
− 65

36
cosh(2) +

113

72
sinh(2) +

20

9
cosh(1)− 20

9
sinh(1)

)
≥ 0,47165.

Der dritte Übergang sind elementare Umformungen, die mit Maple© erstellt worden sind. Unsere

Schranke erreicht nicht den gewünschten Wert von 1/2, sie macht einen Fehler von etwa 6 %.

Das einfache Beispiel eines Kreises zeigt bereits, wie kompliziert es sein kann, alle Graphen

H ∈ H(v) zu finden, um die Formel (F) zu berechnen. Im Folgenden wird versucht, etwas

einfachere Schranken aus Theorem 1 abzuleiten. Damit wird es möglich sein, sie zu bewerten

und mit anderen Schranken zu vergleichen.

2.3 Spezialisierungen des Resultats aus Abschnitt 2.1

Betrachten wir als weiteres Beispiel den vollständigen bipartiten Graphen Ka,b mit den beiden

Farbklassen A und B mit a beziehungsweise b Elementen. Für diesen Graphen gilt trivialerweise

α(Ka,b) = max{a, b},

CW (Ka,b) =
a

b+ 1
+

b

a+ 1
.

Wir möchten die Schranke (F) von Theorem 1 für den Graphen Ka,b berechnen. Sei dazu eine

beliebige Ecke v ∈ V (Ka,b) fest gewählt. Ohne Einschränkung ist v = x1 ∈ A := {x1, . . . , xa}.
Neben dem Graphen ({x1}, ∅) enthält jeder x1-Graph H mit p(H) ≥ 2 eine nichtleere Teilmenge

an Ecken aus B und eine weitere nichtleere Teilmenge aus A \ {x1}.

Sei H ∈ H(x1) ein x1-Graph mit nA := |V (H) ∩ (A \ {x1})| und nB := |V (H) ∩ B| Ecken

in den Mengen N2,H(x1) und N1,H(x1). Wir möchten nun die Faktoren (3) berechnen. Dazu

stellen wir fest, dass u1, . . . , unA ∈ A \ {x1}, unA+1, . . . , unA+nB ∈ B und unA+nB+1 = x1 sind.

Für s = 1, . . . , nA + nB enthält die Menge {us, . . . , unA+nB+1} mindestens eine Ecke aus A und

mindestens eine aus B. Also ist NKa,b
[{us, . . . , unA+nB+1}] = V (Ka,b).
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Sofern p(H) ≥ 2 ist, gilt für die Faktoren as mit s = 1, . . . , nA + nB

a1 = a+ b,

a2 = a+ b− 1,

...

anA = a+ b− (nA − 1),

anA+1 = a+ b− nA,
...

anA+nB = a+ b− (nA + nB − 1),

und für den letzten Faktor

anA+nB+1 = |NKa,b
[{x1}] \ {u1, . . . , unA+nB}| = |({x1} ∪B) \ (V (H) ∩B)| = b− nB + 1.

Für die Schranke (F) aus Theorem 1, die wir hier mit S(G) bezeichnen, gilt

S(Ka,b) :=
∑

v∈V (Ka,b)

∑
H∈H(v)

∑
(π0,...,πp)∈Π(0,H)×···×Π(p,H)

1

a1(π0, . . . , πp) · . . . · anH (π0, . . . , πp)

= CW (Ka,b)

+
∑
v∈A

∑
H∈H(v),
V (H) 6={v}

∑
(πB ,πA)∈Π(1,H)×Π(2,H)

1

a1(πB, πA) · . . . · anH (πB, πA)

+
∑
v∈B

∑
H∈H(v),
V (H)6={v}

∑
(πA,πB)∈Π(1,H)×Π(2,H)

1

a1(πA, πB) · . . . · anH (πA, πB)

= CW (Ka,b)

+
∑
v∈A

b∑
nB=1

a−1∑
nA=1

(
b

nB

)(
a− 1

nA

)
nB! · nA!

(a+ b) · (a+ b− 1) · . . . · (a+ b− nA − nB + 1) · (b− nB + 1)

+
∑
v∈B

a∑
nA=1

b−1∑
nB=1

(
a

nA

)(
b− 1

nB

)
nA! · nB!

(a+ b) · (a+ b− 1) · . . . · (a+ b− nA − nB + 1) · (a− nA + 1)

= CW (Ka,b)

+
∑
v∈A

b∑
nB=1

a−1∑
nA=1

b! · (a− 1)! · ((a− nA − 1) + (b− nB + 1))!

(b− nB + 1)! · (a− 1− nA)! · (a+ b)!

+
∑
v∈B

a∑
nA=1

b−1∑
nB=1

a! · (b− 1)! · ((a− nA + 1) + (b− nB − 1))!

(a− nA + 1)! · (b− 1− nB)! · (a+ b)!
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= CW (Ka,b)

+ a ·
b∑

nB=1

a−2∑
nA=0

b! · (a− 1)! · (nA + nB)!

nB! · nA! · (a+ b)!

+ b ·
a∑

nA=1

b−2∑
nB=0

a! · (b− 1)! · (nA + nB)!

nA! · nB! · (a+ b)!

= CW (Ka,b) +
a! · b!

(a+ b)!
·

(
b∑

nB=1

a−2∑
nA=0

(nA + nB)!

nB! · nA!
+

a∑
nA=1

b−2∑
nB=0

(nA + nB)!

nB! · nA!

)

≤ CW (Ka,b) +
a! · b!

(a+ b)!
·

(
2 ·

b∑
nB=0

a∑
nA=0

(nA + nB)!

nB! · nA!

)

=
a

b+ 1
+

b

a+ 1
+

a! · b!
(a+ b)!

· 2 ·
(

(a+ b+ 2)!

(a+ 1)! · (b+ 1)!
− 1

)
≤ a · (a+ 1) + b · (b+ 1)

(a+ 1) · (b+ 1)
+

2 · (a+ b+ 2) · (a+ b+ 1)

(a+ 1) · (b+ 1)

=
3 a2 + 3 b2 + 4 ab+ 7 a+ 7 b+ 4

(a+ 1) · (b+ 1)
.

Ist a im Vergleich zu b hinreichend groß, dann ist α(Ka,b) = a und einige Ausdrücke können

vernachlässigt werden; für die Schranke ergibt sich

S(Ka,b) ≈
3 a

b+ 1
.

Dieses Beispiel zeigt einige Nachteile der Schranke:

• Durch die Regularität des Graphen Ka,b war die Berechnung noch überstehbar. Ohne

die Annahme der Regularität besteht die Schranke aus der Summe über alle Teilmengen

von A und B. Weiterhin sind sämtliche Anordnungen der ausgewählten Teilmengen zu

bestimmen. Diese Berechnung in dieser Form ist nicht in polynomialer Zeit durchführbar,

denn die Anzahl der Summanden ist bereits überpolynomial.

• Für jedes c ∈ (0, 1) existiert ein passendes b derart, dass für große a

S(Ka,b) ≈ c · α(Ka,b)

gilt. Die Schranke kann im Vergleich zum abzuschätzenden Wert α(G) beliebig schlecht

sein.

Im Folgenden werden wir versuchen, aus der recht allgemeinen Schranke transparentere abzu-

leiten.

Offensichtlich bleibt die Aussage des Theorems 1 richtig, wenn wir die Menge H(v) der Graphen

einschränken. Es werden nun zwei Möglichkeiten zu Reduktion der Menge H(v) vorgestellt; zum

einen werden in Abschnitt 2.3.1 nur noch von v ausgehende Wege als v-Graphen zugelassen.

Dadurch bestehen die Mengen Nq,H(v) nur noch aus einem Element und alle Anordnungen

entfallen. Zum anderen beschränken wir p(H) auf höchstens 2 für alle v-Graphen H. Hiermit

muss zu jeder Ecke ausschließlich die erste und die zweite Nachbarschaft bestimmt werden. Dies

wird in Abschnitt 2.3.2 erläutert.
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2.3.1 Einschränkung auf Wege

Im Folgenden sei p ≥ 0 eine natürliche Zahl und v ∈ V (G) eine Ecke. Wir bezeichnen mit Pp(v)

die Menge aller induzierter Wege mit p+ 1 Ecken, die in v starten.

Für ein gerades natürliches p sei P ∈ Pp(v), P = (v = v0, v1, v2, . . . , vp), dann ist Nq,P (v) = {vq}
für alle q = 0, . . . , p und Np+1,P (v) = ∅. Trivialerweise erfüllt P auch die Eigenschaften von

Definition 1, c) und d). Somit ist P ∈ H(v) und es gilt⋃
p=0,2,4,...

Pp(v) ⊆ H(v).

Man sieht, dass für einen v-Graphen P ∈ Pp(v) die Anordnungen der Mengen Nq,H(v) entfallen,

da es nur eine Ecke in den einzelnen Mengen Nq,H(v) für q = 0, . . . , p gibt. Damit ergibt sich

folgendes Korollar:

Korollar 2.3.1

Zu v ∈ V (G) und P ∈ Pp(v), P = (v = v0, v1, v2, . . . , vp) für beliebiges gerades p ≥ 0 definieren

wir die Zahlen nq := |NG[v0] ∪NG[v1] ∪ · · · ∪NG[vq]| für q = 0, . . . , p.

Dann ist

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

 1

n0
+
∑

p=2,4,...

∑
P∈Pp(v)

1

np · (np−1 − 1) · . . . · (n0 − 1)

. (2.2)

Betrachten wir auch hierzu ein kleines Beispiel. Sei G der Petersengraph mit 10 Ecken. Es ist

leicht zu sehen, dass es eine unabhängige Menge der Größe 4 (siehe Skizze) gibt.

v

Die Caro-Wei-Schranke (Proposition 1.1.1) ergibt

α(G) ≥ CW (G) =
∑

v∈V (G)

1

dG(v) + 1
=

10

4
= 2,5.
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Wir möchten nun Korollar 2.3.1 anwenden. Dazu sei v ∈ V (G) gegeben. Wir untersuchen zuerst

Wege der Länge 2. Von v ausgehend gibt es 6 solche Wege. Damit gilt∑
v∈V (G)

∑
P∈P2(v)

1

n2 · (n1 − 1) · (n0 − 1)
=
∑

v∈V (G)

6 · 1

8 · 5 · 3
= 10 · 1

20
=

1

2
.

Die Wege der Länge 2 liefern somit den Summanden 1/2, welcher auf die Caro-Wei-Schranke

addiert die untere Schranke 3 für α(G) = 4 ergibt. Wir möchten deshalb noch die Wege der

Länge 4 betrachten. Hiervon gibt es von v ausgehend 12 verschiedene Wege. Wie man einfach

nachrechnen kann, gilt:∑
v∈V (G)

∑
P∈P4(v)

1

n4 · (n3 − 1) · (n2 − 1) · (n1 − 1) · (n0 − 1)
=
∑

v∈V (G)

12 · 1

9 · 8 · 7 · 5 · 3
=

1

63
.

Dieser kleine Summand reicht aus, denn auf Grund von α(G) ≥ 3 + 1/63 > 3 und der Tatsache,

dass α(G) immer ganzzahlig ist, haben wir in diesem Fall eine scharfe Schranke erhalten.

Wir haben die Menge H(v) auf Wege beliebiger Länge eingeschränkt; das hat den Vorteil, dass

alle Anordnungen entfallen sind. Wann immer wir weitere Graphen aus H(v) zulassen, werden

Anordnungen auf den Mengen Nq,H(v) hinzukommen. Um diese in den Griff zu bekommen,

schränken wir p(H) auf p(H) ≤ 2 ein und müssen daher im Folgenden höchstens zwei Anord-

nungen einbeziehen.

2.3.2 Einschränkung auf zweite Nachbarschaft

Sei v ∈ V (G) eine Ecke undH ∈ H(v) ein v-Graph mitN3,H(v) = ∅. Dann erfülltH die folgenden

angepassten Eigenschaften aus Definition 1, wobei wir mit A := N2,H(v) und B := N1,H(v)

bezeichnen.

a) H ist ein induzierter zusammenhängender Unter-

graph von G mit v ∈ V (H).

b) Ist B 6= ∅, so ist auch A 6= ∅.

c) Ist B 6= ∅, so existiert zu jeder Ecke u ∈ B eine

benachbarte Ecke w ∈ A.

d) Ist A 6= ∅, so gilt für je zwei a, b ∈ A mit ab ∈ E(G),

dass NG(a) ∩B = NG(b) ∩B 6= ∅.

v

A B

Es folgt aus Theorem 1 direkt folgendes Korollar, siehe auch bei [Kul16].

Korollar 2.3.2

Zu v ∈ V (G) definieren wir für A ⊆ N2,G(v) und B ⊆ N1,G(v), welche die Eigenschaften b),

c) und d) erfüllen, Folgendes

• nA := |A|, nB := |B|,

• zu der Anordnung πA ∈ Π(A) sei (a1, a2, . . . , anA) das geordnete dazugehörige Tupel,
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• zu der Anordnung πB ∈ Π(B) sei (b1, b2, . . . , bnB ) das geordnete dazugehörige Tupel,

• c1(πA, πB) := |NG[A ∪B ∪ {v}]|,

• ci(πA, πB) := |NG[{ai, . . . , anA} ∪B ∪ {v}] \ {a1, . . . , ai−1}| für i = 1, . . . , nA,

• d1(πA, πB) := |NG[B ∪ {v}] \A|,

• di(πA, πB) := |NG[{bi, . . . , bnB} ∪ {v}] \ (A ∪ {b1, . . . , bi−1})| für i = 1, . . . , nB.

Dann ist

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

∑
A⊆N2,G(v),
B⊆N1,G(v),

b), c), d) erfüllt

∑
πA∈Π(A),
πB∈Π(B)

1

c1(πA, πB) · . . . · cnA(πA, πB) · d1(πA, πB) · . . . · dnB (πA, πB) · (dG(v) + 1− nB)
.

Bemerkung

Im Allgemeinen ist distH(v, u) 6= distG(v, u). Da H ein Untergraph von G ist, gilt trivialerweise

distH ≥ distG. Ist distH(v, u) = 1, so ist auch distG(v, u) = 1, da NH(v) ⊆ NG(v). Angenom-

men distH(v, u) = 2 und distG(v, u) = 1, so ist uv ∈ E(G), aber uv /∈ E(H); dies widerspricht

Punkt a), denn H ist ein induzierter Untergraph. Für H folgt somit aus distH(v, u) = 2 die

Bedingung distG(v, u) = 2. Daher können wir A ⊆ N2,G(v) und B ⊆ N1,G(v) in Korollar 2.3.2

wählen.

Es sei angemerkt, dass der Sterngraph K1,k mit k ∈ N aus Abschnitt 2.2.1 für Korollar 2.3.2

ein Beispiel für eine Graphenklasse ist, bei der die Schranke scharf ist. Die für die Berechnung

betrachteten Graphen H ∈ H(v) erfüllten alle p(H) ≤ 2.

Mit (F) haben wir eine neue Schranke für die Unabhängigkeitszahl gefunden und konnten

einige Beispiele angeben, bei denen gute Ergebnisse erzielt werden. Nachteile der neuen Schranke

motivierten uns, einfachere und transparentere Schranken aus dem allgemeinen Resultat von

Theorem 1 abzuleiten. Im Folgenden werden wir die Resultate bewerten und mit Bekanntem

aus der Literatur vergleichen.

2.4 Bemerkungen zu dem Resultat

Nach einer kurzen Bemerkung zur Berechenbarkeit der in diesem Kapitel aufgestellten Schran-

ken, werden wir auf verschiedene Weisen diese mit Schranken aus Abschnitt 1.1 vergleichen.

2.4.1 Kurze Hinweise zur NP-Problematik

Wie im letzten Abschnitt bereits festgestellt, ist die Berechnung unserer Schranke (F) im All-

gemeinen schwierig. Eine Vereinfachung liefern die beiden Korollare 2.3.1 und 2.3.2. Bei der

Bestimmung der v-Graphen H ∈ H(v) können jedoch die Wege mit wachsendem Graphen G

beliebig lang (Korollar 2.3.1) beziehungsweise die Mengen A und B beliebig groß (Korollar 2.3.2)

werden. Wir wollen durch einfache weitere Beschränkungen der Menge H(v) Schranken generie-

ren, die sich sicher in polynomialer Zeit berechnen lassen.
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Beginnen wir mit Korollar 2.3.1 und schränken die maximale Länge der betrachteten Wege ein,

das heißt für ein natürliches k soll p(P ) ≤ k für alle v-Graphen P gelten. Es folgt durch einfache

Abschätzung der Summanden folgende Schranke:

Korollar 2.4.1

Es sei k eine gerade natürliche Zahl. Zu v ∈ V (G) und P ∈ Pp(v), P = (v = v0, v1, v2, . . . , vp)

für beliebiges gerades p = 0, 2, 4, . . . , k definieren wir die Zahlen nq :=
q∑
i=0

dG(vi) − q + 1 für

q = 0, . . . , p.

Dann gilt

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

 1

n0
+
∑

p=2,4,...,k

∑
P∈Pp(v)

1

np · (np−1 − 1) · . . . · (n0 − 1)

 .

Für festes k (unabhängig von n = |V (G)|) ist die Berechnung der Schranke einfach in dem Sinne,

dass die Schranke in polynomialer Zeit in n berechnet werden kann, wobei leicht zu sehen ist,

dass der Grad dieses Polynoms eine Funktion in k ist.

Wir können auch Korollar 2.3.2 leicht abändern, so dass wir eine
”
einfache“ Schranke erhalten.

Dazu müssen wir die Größe der Mengen A und B beschränken.

Korollar 2.4.2

Es sei k eine natürliche Zahl. Es gelten weiterhin die Voraussetzungen von Korollar 2.3.2 und

zusätzlich gilt nA, nB ≤ k.

Dann ist

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

∑
A⊆N2,G(v),
B⊆N1,G(v),
|A|,|B|≤k,

b), c), d) erfüllt

∑
πA∈Π(A),
πB∈Π(B)

1

c1(πA, πB) · . . . · cnA(πA, πB) · d1(πA, πB) · . . . · dnB (πA, πB) · (dG(v) + 1− nB)
.

Für festes k (unabhängig von n = |V (G)|) ist die Berechnung der Schranke einfach in dem

Sinne, dass es von den Mengen A und B nur polynomial in n viele gibt und die Anzahl der

Anordnungen der Ecken aus A und B von n unabhängig ist. Mit ähnlichen Überlegungen wie

oben ergibt sich, dass diese Schranke in polynomialer Zeit in n berechnet werden kann.

Im Falle schwer berechenbarer Parameter, wie beispielsweise der Unabhängigkeitszahl, sucht

man möglichst gute und gleichzeitig schnell zu berechnende Schranken. Das gilt für die in Ab-

schnitt 1.1 vorgestellten Resultate aus Proposition 1.1.1 bis 1.1.5. Wir stellen diese daher im

Folgenden den Korollaren 2.4.1 und 2.4.2 gegenüber.
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2.4.2 Vergleiche mit anderen Schranken

Zuerst stellt man fest, dass Theorem 1 und alle daraus abgeleiteten Schranken Verbesserungen

der Caro-Wei-Schranke aus Proposition 1.1.1 sind.

Wir werden nun Korollar 2.4.1 für p(H) ≤ k = 2 mit der Schranke von O. Murphy aus Propo-

sition 1.1.2 vergleichen.

Hierzu sind

S(G) := CW (G) +
∑

v∈V (G)

∑
P=(v,u,w)∈P2(v)

1
(dG(v)+dG(u)+dG(w)−1)·(dG(v)+dG(u)−1)·dG(v) (2.3)

die Schranke aus Korollar 2.4.1 und

M(G) := CW (G) +
CW (G)− 1

∆(∆ + 1)
(2.4)

die Schranke von O. Murphy.

Sei G = (V,E) ein Graph mit der Eigenschaft, dass

|N2,G(v)| ≥ 2 · (3∆− 1)

∆ + 1
(2.5)

für alle Ecken v ∈ V (G) gilt.

Dann gilt für jede Ecke v ∈ V (G)∑
P=(v,u,w)∈P2(v)

1

(dG(v) + dG(u) + dG(w)− 1) · (dG(v) + dG(u)− 1) · dG(v)

≥
∑

P=(v,u,w)∈P2(v)

1

(3∆− 1) · (2∆− 1) · dG(v)

=
1

(3∆− 1) · (2∆− 1) · dG(v)

∑
P=(v,u,w)∈P2(v)

1

︸ ︷︷ ︸
≥|N2,G(v)|

≥ 1

(3∆− 1) · (2∆− 1) · dG(v)
· |N2,G(v)|

≥ 1

2 (3∆− 1) ·∆ · (dG(v) + 1)
· 2 (3∆− 1)

∆ + 1

≥ 1

(dG(v) + 1) ∆ (∆ + 1)
.

und mit der Summe über alle Ecken v ∈ V (G) folgt, dass (2.3) größer als (2.4) ist.

Wir haben mit unserer sehr einfachen Schranke S(G) bereits für viele Graphen ein bessere Er-

gebnisse erzielen können als O. Murphy. Dennoch gibt es auch Graphen, bei denen die Schranke

von O. Murphy einen größeren Wert ergibt. Hierzu sei G = (V,E) ein Graph, der aus sechs

Cliquen mit jeweils zehn Ecken, wie in der folgenden Abbildung verdeutlicht, konstruiert ist.

Die Anzahl und Größe der Cliquen ist hierbei so gewählt, dass die Anzahl der schwarzen Ecken

ausreichend groß ist, so dass die Schranke M(G) aus (2.4) einen größeren Wert liefert als S(G)

aus (2.3).
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Die roten Ecken haben Grad 10, die schwarzen Grad 9. Es fällt auf, dass die zweite Nachbarschaft

der schwarzen Ecken jeweils nur zwei rote Ecken beinhaltet, damit ist die Bedingung (2.5) für

solche Ecken nicht erfüllt. Wir wollen die beiden Schranken explizit nachrechnen.

CW (G) =
6 · 8
10

+
6 · 2
11
≈ 5,891,

M(G) = CW (G) +
CW (G)− 1

10 · 11
≈ 5,935,

S(G) ≈ 5,934.

Somit gilt hier M(G) > S(G) und beide Schranken sind nicht vergleichbar.

Als nächstes möchten wir Korollar 2.4.2 mit dem Resultat von E. Angel, R. Campigotto und

C. Laforest aus Proposition 1.1.5 vergleichen. Wir werden nicht wie für die Schranke von O. Mur-

phy durch eine Ungleichungskette ein Kriterium wie (2.5) für Graphen finden, für die unsere

Schranke besser ist, sondern die Formeln für eine einfache Graphenklasse explizit berechnen.

Die Autoren vergleichen in ihrer Arbeit [ACL13] ihre Schranke mit einem anderen Resultat aus

der Literatur [Har11]. Sie untersuchen die sogenannten Radgraphen und zeigen hierbei, dass

die Differenz der beiden Schranken um einen beliebig großen Wert anwachsen kann und somit

ihre Schranke in diesem Fall besser ist. Der Radgraph Wn mit n Ecken besteht aus einem Kreis

Cn−1 und einer zusätzlichen
”
zentralen“ Ecke, die mit jeder anderen Ecke des Kreises adjazent

ist; hierzu sein auf die folgende Abbildung verwiesen. Wir möchten im Folgenden Korollar 2.4.2

auf diese Radgraphen Wn anwenden. Für alle Umformungen der folgenden Ausdrücke werden

wir Maple© verwenden, denn solche Rechnungen können leichter und sicherer mit Hilfe des

Computers durchgeführt werden.
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v

a

a′

a′′

b
b′

b′′

z

Betrachten wir eine Ecke v ∈ V (Wn) \ {z}, wobei mit z die Ecke vom Grad n − 1 gemeint ist.

Es ist leicht zu sehen, dass N1,Wn(v) = {a, b, z} und N2,Wn(v) = V (Wn) \ {a, b, v, z} ist. Wir

analysieren die Bedingungen aus Korollar 2.3.2, es muss gelten:

a) z /∈ B ⇒ A ⊆ {a′, b′},

b) A 6= ∅ ⇔ B 6= ∅,

c) a ∈ B ⇒ a′ ∈ A und b ∈ B ⇒ b′ ∈ A,

d) a′ ∈ A⇒ a′′ /∈ A und b′ ∈ A⇒ b′′ /∈ A.

Es folgt

S(Wn) :=
1

n︸︷︷︸
für z

+
∑

v∈V (Wn)\{z}

(
1

4︸︷︷︸
B=∅

+
1

6 · 4 · 3︸ ︷︷ ︸
B={a}

· 2︸︷︷︸
B={b}

+
1

8 · 6 · 4 · 3 · 2︸ ︷︷ ︸
B={a,b}

· 2!︸︷︷︸
|πB |=2

· 2!︸︷︷︸
|πA|=2

+
∑

A⊆V (Wn)\{a,b,v,z},
A 6=∅,|A|≤k

|A|!
n
c1

·(n− 1) · . . . · (n− (|A| − 1))

c|A|

· (n− |A|)
d1

· 3

︸ ︷︷ ︸
B={z}

+ 2 ·

︸︷︷︸
B={a,z}

∑
A⊆V (Wn)\{a,a′′,b,v,z},

a′∈A,|A|≤k︸ ︷︷ ︸
B={b,z}

(
|A|!

n · . . . · (n− |A|)
d1

· (n− |A| − 1)

d2

· 2

︸ ︷︷ ︸
πB=

{
17→a
27→z

+
|A|!

n · . . . · (n− |A|)
d1

· 3
d2

· 2

︸ ︷︷ ︸
πB=

{
17→z
27→a

)
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+
∑

A⊆V (Wn)\{a,a′′,b,b′′,v,z},
a′,b′∈A,|A|≤k︸ ︷︷ ︸
B={a,b,z}

(
|A|!

n · . . . · (n− |A|) · (n− |A| − 1) · (n− |A| − 2)︸ ︷︷ ︸
πB=

{
17→a
27→b
37→z

· 2︸︷︷︸
πB=

{
17→b
27→a
3 7→z

+
|A|!

n · . . . · (n− |A|) · (n− |A| − 1) · 2︸ ︷︷ ︸
πB=

{
17→a
2 7→z
37→b

· 2︸︷︷︸
πB=

{
17→b
27→z
3 7→a

+
|A|!

n · . . . · (n− |A|) · 3 · 2︸ ︷︷ ︸
πB=

{
1 7→z
27→a
37→b

· 2︸︷︷︸
πB=

{
17→z
27→b
37→a

))

Für k = 10 erhalten wir beispielsweise

S(Wn) = 1
96

27n6+523n5−30665n4+505157n3−4239130n2+18611448n−34204032
(n−5)n(n−2)(n−3)(n−4) ≈ 0,2813n.

Die Schranke aus Proposition 1.1.5 ist für den Radgraphen bereits in [ACL13] berechnet worden;

sie wird dort für den Radgraphen Wn mit n Ecken mit U(n) bezeichnet:

U(n) :=
2

21

(3n− 11) · n
n− 4

≈ 0,2857n.

Betrachten wir die Differenz S(Wn)− U(n), so ist die Schranke aus Korollar 2.4.2 für Graphen

Wn bis n = 2058 Ecken besser.

Anzahl Ecken

D
iff

er
en

z
v
on

S
(W

n
)
−
U

(n
)

Für größeres k wäre der Wert S(Wn) auch noch für größeres n besser. Verzichtet man auf die

Einschränkung k wie in Korollar 2.3.2, so tendiert die Differenz S(Wn)−U(n)→∞ für n→∞.

Auf ein Gegenüberstellen unserer Resultate mit denen von S. M. Selkow aus Proposition 1.1.4

sei an dieser Stelle verzichtet. Wir werden in Kapitel 4 genauer darauf eingehen, nachdem wir

im nächsten Kapitel den algorithmischen Beweis von Theorem 1 untersucht haben.



3 Beweise

Wir beschäftigen uns in diesem Kapitel mit der allgemeinen Schranke aus Theorem 1 des vor-

herigen Kapitels und führen einen Beweis an.

3.1 Beweis des Resultats aus Kapitel 2

Sei G = (V,E) wie zuvor schon ein einfacher, endlicher und ungerichteter Graph und n := |V (G)|
die Anzahl der Ecken. Hierauf bezeichnen wir eine Bijektion der Eckenmenge V (G) in die Menge

{1, 2, . . . , n} als Nummerierung. Die Menge aller solcher Nummerierungen auf G sei S(G). Die

Mengen Lφ(v) := {u ∈ V | φ(u) < φ(v)} und Rφ(v) := {u ∈ V | φ(u) > φ(v)} für φ ∈ S(G)

beinhalten die Ecken mit kleinerer Nummer, beziehungsweise die Ecken mit größerer Nummer

als φ(v).

Zu gegebener Nummerierung φ ∈ S(G) stellt man leicht fest, dass die Menge

Iφ := {v ∈ V (G) | NG(v) ∩ Lφ(v) = ∅} (3.1)

eine unabhängige Menge von G ist.

Formulieren wir dazu einen kurzen Algorithmus, dessen Ausgabe (3.1) erfüllt:

Algorithmus 1 : Algorithmus zur Caro-Wei-Schranke

Eingabe : Einen Graphen G = (V,E) und eine Nummerierung φ auf G.
Ausgabe : Eine unabhängige Menge Iφ.

1 I ← ∅;
2 für alle Ecke v ∈ V (G) tue
3 wenn NG(v) ∩ Lφ(v) = ∅ dann
4 I ← I ∪ {v};
5 Ende

6 Ende
7 Iφ ← I

Dieser Algorithmus kann verwendet werden, um die Caro-Wei-Schranke aus Proposition 1.1.1

zu beweisen:

α(G) ≥ CW (G) =
∑

v∈V (G)

1

dG(v) + 1
. (3.2)

Beweis: (von (3.2)) Sei φ ∈ S(G) zufällig gewählt, wobei wir von einer uniformen Ver-

teilung der Nummerierungen in S(G) ausgehen. Für jedes φ seien Iφ die durch Algorithmus 1

erzeugte Ausgabe. Dann ist Iφ die unabhängige Menge, die in (3.1) beschrieben wurde.
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Somit gilt

α(G) ≥ E(|Iφ|) =
∑

v∈V (G)

P(v ∈ Iφ) =
∑

v∈V (G)

|{φ ∈ S(G) | v ∈ Iφ}|
|S(G)|

=
∑

v∈V (G)

|{φ ∈ S(G) | v ∈ Iφ}|
n!

.

Wir werden nun |{φ ∈ S(G) | v ∈ Iφ}| bestimmen. Sei v ∈ V (G) und φ ∈ S(G) derart, dass

v ∈ Iφ ist. Offensichtlich müssen alle Nachbarn von v eine größere Nummer haben, das heißt

NG(v) ⊆ Rφ(v). Es folgt

X := {φ(u) | u ∈ NG[v]} ⊆ {1, . . . , n},
φ(v) := min(X)

und

Z := {φ(u) | u ∈ NG[v] \ {v}} = X \ {min(X)}.

Es gibt genau
(

n
dG(v)+1

)
Möglichkeiten, Nummern aus {1, . . . , n} für die Ecken aus NG[v] zu

ziehen, das heißt die Menge X zu wählen. Die Ecke v erhält die kleinste Nummer aus X,

es bleiben für die Zuordnung der restlichen Nummern Z zu den Ecken NG(v) genau dG(v)!

Möglichkeiten. Außerdem verbleiben noch (n − (dG(v) + 1))! Möglichkeiten, die restlichen

Ecken mit den Nummern {1, 2, . . . , n} \X zu nummerieren.

Insgesamt erhält man

|{φ ∈ S(G) | v ∈ Iφ}| =
(

n

dG(v) + 1

)
· dG(v)! · (n− (dG(v) + 1))!

=
n! · dG(v)! · (n− (dG(v) + 1))!

(dG(v) + 1)! · (n− (dG(v) + 1))!

=
n!

dG(v) + 1
. �

Der Beweis der neuen Schranke aus Theorem 1 wird ähnlich sein. Zuerst modifizieren wir den

Algorithmus etwas. Weiterhin sei eine Nummerierung φ ∈ S(G) nebst einem Graphen G für

Algorithmus 2 gegeben.

Algorithmus 2 : Algorithmus zu Theorem 1

Eingabe : Einen Graphen G = (V,E) und eine Nummerierung φ auf G.
Ausgabe : Eine unabhängige Menge Jφ.

1 n ← |V (G)|; J ← ∅; U ← V (G);
2 solange U 6= ∅ tue
3 v ← φ−1(min({φ(u) | u ∈ U})); // Ecke aus U mit kleinster Nummer.

4 J ← J ∪ {v};
5 U ← U \NG[u];

6 Ende
7 Jφ ← J
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Hieraus erkennt man leicht folgende Aussagen:

Lemma 3.1.1

Für die Menge Jφ aus Algorithmus 2 gilt

v ∈ Jφ ⇔ NG(v) ∩ Lφ(v) ∩ Jφ = ∅ (3.3)

und

v ∈ Jφ ⇒ NG(v) ∩Rφ(v) ∩ Jφ = ∅. (3.4)

Beweis: Sei v ∈ V (G) eine beliebige Ecke und definiere NL
G(v) := NG(v) ∩ Lφ(v) sowie

NR
G (v) := NG(v) ∩Rφ(v).

• Ist NL
G(v) ∩ Jφ 6= ∅, so existiert ein u ∈ NL

G(v) ∩ Jφ. Somit gibt es in Algorithmus 2

eine Iteration mit Eckenmenge U , so dass u die kleinste Nummer hat. Es wird u in Jφ
aufgenommen und NG[u] und somit auch v aus U entfernt und nicht weiter beachtet.

Damit ist v /∈ Jφ.

• Sei NL
G(v) ∩ Jφ = ∅, wir betrachten die Nachbarschaft NL

G(v) ∩ U in jedem Durchlauf

der Schleife in Zeile 2 bis 6 des Algorithmus 2. Da in Zeile 5 die Menge U jedesmal echt

verkleinert wird, wird auch NL
G(v) ∩ U kleiner, bis sie in irgendeiner Iteration leer ist.

Bis hierhin befindet sich sicher v ∈ U . Solange es noch Ecken w ∈ Lφ(v) gibt, verbleibt

v ∈ U , da uw /∈ E(G). Gibt es kein w ∈ Lφ(v), so hat v die kleinste Nummer in U und

wird in Jφ aufgenommen.

• Ist v ∈ Jφ, so gibt es einen Durchlauf in Algorithmus 2, in dem v in Jφ aufgenommen

wird. Damit wird aber NR
G (v) ⊆ NG(v) aus U entfernt und kann nicht mehr in Jφ

aufgenommen werden. Somit ist NR
G (v) ∩ Jφ = ∅. �

Wir müssen nun die Mächtigkeit |{φ ∈ S(G) | v ∈ Jφ}| für die Ausgabe Jφ des Algorithmus 2

bestimmen, dazu beginnen wir mit einigen Definitionen und Vorbetrachtungen.

Definition 2

Zu v ∈ V (G) und φ ∈ S(G) nennen wir einen v-Graphen H ∈ H(v), siehe dazu Definition 1,

(v, φ)-zulässig, falls Folgendes gilt:

a) Für alle q = 0, . . . , p− 1 und alle w ∈ Nq,H(v) gilt, dass Nq+1,H(v) ⊆ Lφ(w) ist.

b) Für alle geraden q = 0, 2, . . . , p und alle w ∈ Nq,H(v) gilt,

dass NG(w) ∩ Lφ(w) ⊆ Nq+1,H(v) ∪Nq,H(v) ist.

Lemma 3.1.2

Sei v ∈ V (G), φ ∈ S(G) und H ∈ H(v) ein (v, φ)-zulässiger v-Graph, dann ist Nq,H(v)∩Jφ = ∅
für jede ungerade Zahl q ∈ {1, . . . , p− 1}.

Beweis: Wir beginnen damit, Np−1,H(v) ∩ Jφ = ∅ zu zeigen. Dafür sei w ∈ Np−1,H(v)

beliebig gewählt und wir zeigen w /∈ Jφ. Nach Definition 1, c) ist NG(w) ∩ Np,H(v) nicht

leer. Hieraus wählen wir u ∈ NG(w) ∩ Np,H(v) mit kleinstmöglicher Nummer; es gilt also

u ∈ Lφ(u′) für alle u′ ∈ NG(w) ∩Np,H(v) \ {u}.
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Wir zeigen, dass u ∈ Jφ ist, denn somit folgt w /∈ Jφ. Angenommen, dies ist nicht der

Fall, dann existiert wegen Lemma 3.1.1 ein a ∈ NG(u) ∩ Lφ(u). Nach Definition 2, b) ist

a ∈ Np,H(v) und wegen Definition 1, d) ist w ∈ NG(a), ein Widerspruch zur Wahl von u.

Folglich ist NG(u) ∩ Lφ(u) = ∅ und mit der Äquivalenz (3.3) ist u ∈ Jφ, womit w /∈ Jφ folgt.

Sein nun q ∈ {1, . . . , p−3} die größte ungerade Zahl, so dass Nq,H(v)∩Jφ 6= ∅. Angenommen,

es existiert ein solches q, dann wähle w ∈ Nq,H(v) beliebig und wir zeigen wiederum w /∈ Jφ.

Es sei erneut u ∈ NG(w) ∩ Nq+1,H(v) mit kleinstmöglicher Nummer; es gilt u ∈ Lφ(u′) für

alle u′ ∈ NG(w) ∩Nq+1,H(v) \ {u}.

Wir zeigen, dass u ∈ Jφ ist. Andernfalls sei wieder a ∈ NG(u)∩Lφ(u). Nach Definition 2, b)

kann a ∈ Nq+2,H(v) oder a ∈ Nq+1,H(v) sein. Wegen Definition 1, d) und der Wahl von u ist

a ∈ Nq+2,H(v). Nach der Wahl von q ist aber a /∈ Jφ. Es folgt aus der Äquivalenz (3.3), dass

u ∈ Jφ ist, womit wieder w /∈ Jφ folgt.

Somit existiert folglich kein q mit genannter Eigenschaft und die Behauptung ist gezeigt. �

Mit obigem Lemma 3.1.2 folgt N1,H(v) ∩ Jφ = ∅ und wieder mit (3.3) gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.1.3

Sei v ∈ V (G), φ ∈ S(G) und H ∈ H(v) ein (v, φ)-zulässiger v-Graph, dann ist v ∈ Jφ.

Definition 3

Zu v ∈ V (G) und φ ∈ S(G) sei H ∈ H(v) ein v-Graph. Wir nennen ihn (v, φ)-verträglich,

falls er (v, φ)-zulässig ist und für alle w ∈ V (H) die restliche Nachbarschaft w eine größere

Nummer hat, das heißt, dass NG(w) \NH(w) ⊆ Rφ(w) gelten muss.

Lemma 3.1.4

Sei v ∈ V (G), φ ∈ S(G) eine beliebige Nummerierung und H,H ′ ∈ H(v) zwei (v, φ)-verträg-

liche v-Graphen, dann gilt H = H ′.

Beweis: Da H und H ′ zwei induzierte Untergraphen sind, reicht es V (H) = V (H ′) zu

zeigen.

Offensichtlich ist nach Definition 1

V (H) =

p(H)⋃
q=0

Nq,H(v), V (H ′) =

p(H′)⋃
q=0

Nq,H′(v),

und N0,H(v) = N0,H′(v) = {v}.

Sei nun q ≥ 0 maximal gewählt, so dass Nq,H(v) = Nq,H′(v) 6= ∅ gilt. Angenommen, es gilt

Nq+1,H(v) 6= Nq+1,H′(v), dann können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit eine Ecke

u ∈ Nq+1,H(v) \ Nq+1,H′(v) wählen. Damit muss u wegen Definition 1, a) einen Nachbarn

w ∈ Nq,H(v) = Nq,H′(v) besitzen. Wegen Definition 2 ist u ∈ Nq+1,H(v) ⊆ Lφ(w) und wegen

Definition 3 ist u ∈ NG(w) \NH′(w) ⊆ Rφ(w), ein Widerspruch.

Folglich ist Nq+1,H(v) = Nq+1,H′(v) und nach Wahl von q ist Nq+1,H(v) = Nq+1,H′(v) = ∅.
Damit gilt q = p(H) = p(H ′) und V (H) = V (H ′). �
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Wir bezeichnen mit

T (v,H) := {φ ∈ S(G) | H ist ein (v, φ)-verträglicher v-Graph}.

Mit Lemma 3.1.3 haben wir gezeigt, dass T (v,H) ⊆ {φ ∈ S(G) | v ∈ Jφ} gilt und wegen

Lemma 3.1.4 ist T (v,H) ∩ T (v,H ′) = ∅, falls H,H ′ ∈ H(v) mit H 6= H ′. Wir können also die

Mächtigkeit |{φ ∈ S(G) | v ∈ Jφ}| abschätzen, indem wir die Menge der (v, φ)-verträglichen

v-Graphen betrachten und T (v,H) bestimmen.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, formulieren wir erneut das Theorem.

Theorem 1

Zu v ∈ V (G) sei ein v-Graph H mit den Mengen Nq,H(v) für q = 0, . . . , p(H) und die Anord-

nungen (π0, . . . , πp) ∈ Π(0, H)× · · ·×Π(p,H) gegeben. Die Ecken von H werden entsprechend

(π0, . . . , πp) mit u1, u2, . . . , unH benannt.

Hierauf definieren wir Zahlen

a1(π0, . . . , πp) := |NG[V (H)]| = |NG[{u1, . . . , unH}]|,
as(π0, . . . , πp) := |NG[{us, . . . , unH}] \ {u1, . . . , us−1}|

(3)

für s = 2, . . . , anH .

Dann ist

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

∑
H∈H(v)

∑
(π0,...,πp)∈Π(0,H)×···×Π(p,H)

1

a1(π0, . . . , πp) · . . . · anH (π0, . . . , πp)
. (F)

Beweis: (von Theorem 1)

Zu einem beliebigen Graphen G = (V,E) sei Jφ die Ausgabe des Algorithmus 2 für ein

φ ∈ S(G). Wir haben im Beweis von (3.2) bereits gesehen, dass

α(G) ≥ E(|Jφ|) =
∑

v∈V (G)

P(v ∈ Jφ) =
1

n!

∑
v∈V (G)

|{φ ∈ S(G) | v ∈ Jφ}|

Lemma 3.1.3
≥ 1

n!

∑
v∈V (G)

∣∣∣ ⋃
H∈H(v)

T (v,H)
∣∣∣

Lemma 3.1.4
=

1

n!

∑
v∈V (G)

∑
v∈V (G)

|T (v,H)|

gilt.

Wir müssen nun |T (v,H)| bestimmen. Dazu konstruieren wir die Menge T (v,H) zu beliebig

gegebenem H ∈ H(v).

Sei eine Nummerierung φ ∈ T (v,H) gegeben, dann ist H ein (v, φ)-zulässiger Graph und mit

Definition 2, a) gilt, dass Nq+1,H(v) ⊆ Lφ(w) für alle w ∈ Nq,H(v) und alle q = 0, . . . , p − 1

ist. Somit existiert (π0, . . . , πp) ∈ Π(0, H)×· · ·×Π(p,H) derart, dass das dazugehörige Tupel

(u1, u2, . . . , unH ) der Ecken aus V (H) auch entsprechend φ geordnet sind, das heißt

ui ∈ Lφ(ui+1) für i = 0, . . . , nH − 1. (3.5)



3 Beweise 33

Umgekehrt gibt es zu verschiedenen π, π′ ∈ Π(0, H)×· · ·×Π(p,H), π 6= π′ kein φ ∈ S(G), so

dass die verschiedenen Tupel (u1, . . . , unH ) und (u′1, . . . , u
′
nH

) die Bedingung (3.5) erfüllen.

Wir geben uns somit (π0, . . . , πp) ∈ Π(0, H) × · · · × Π(p,H) vor und zählen alle φ ∈ S(G),

die (3.5) erfüllen und für die H ein (v, φ)-verträglicher v-Graph ist.

Sei also φ ∈ S(G) eine solche Nummerierung mit eben genannten Eigenschaften. Wir definie-

ren A1 := NG[V (H)] und As := NG[{us, . . . , unH}] \ {u1, . . . , us−1} für s = 2, . . . , nH . Diese

Mengen erfüllen as = |As|.

Es folgt

X1 := {φ(u) | u ∈ A1} ⊆ {1, . . . , n},
φ(u1) := min(X1),

X2 := {φ(u) | u ∈ A2} ⊆ X1 \ {min(X1)},
φ(u2) := min(X2),

...

XnH := {φ(u) | u ∈ AnH} ⊆ XnH−1 \ {min(XnH−1)},
φ(unH ) := min(XnH )

und

Z1 := {φ(u) | u ∈ A1 \ (A2 ∪ {u1})} = X1 \ (X2 ∪ {min(X1)}),
Z2 := {φ(u) | u ∈ A2 \ (A3 ∪ {u2})} = X2 \ (X3 ∪ {min(X2)}),

...

ZnH := {φ(u) | u ∈ AnH \ {unH}} = XnH \ {min(XnH )}.

Für die Mengen X1, . . . , XnH gibt es
(
n
a1

)
·
(
a1−1
a2

)
· . . . ·

(
anH−1−1
anH

)
Möglichkeiten, diese zu

wählen.

Für die Zuordnung der Nummern der Mengen Z1, . . . , ZnH zu den entsprechenden Ecken

erhalten wir (a1 − a2 − 1)! · . . . · (anH−1 − anH − 1)! · (anH − 1)! Möglichkeiten.

Es verbleiben noch (n− a1)! Möglichkeiten, die restlichen Ecken zu nummerieren.

Insgesamt ergibt sich(
n

a1

)
·
(
a1 − 1

a2

)
· . . . ·

(
anH − 1

anH

)
· (a1 − a2 − 1)! · . . . · (anH−1 − anH − 1)! · (anH − 1)! · (n− a1)!

=
n!

a1 · a2 · . . . · anH

.

Bildet man die Summe über alle (π0, . . . , πp) ∈ Π(0, H)×· · ·×Π(p,H), erhält man |T (v,H)|;
womit der Beweis abgeschlossen ist. �
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3.2 Algorithmen

Im Folgenden wollen wir ein weiteres Mal Algorithmus 2 betrachten.

Sei ein Graph G = (V,E) gegeben, dann interessieren wir uns für eine unabhängige Menge min-

destens der Größe, die mit (F) aus Theorem 1 ermittelt werden kann. Der nicht-deterministische

Algorithmus 3 wählt zu der Eingabe G eine zufällige Nummerierung und führt dann Algorith-

mus 2 durch.

Algorithmus 3 : Nicht-deterministischer Algorithmus für eine unabhängige Menge

Eingabe : Einen Graphen G = (V,E).
Ausgabe : Eine unabhängige Menge Jφ.

1 Wähle zufällig eine Nummerierung φ ∈ S(G).
2 Führe Algorithmus 2 mit G und φ aus.

Wir wissen aus Abschnitt 3.1, dass der Algorithmus 3 eine unabhängige Menge ausgibt, de-

ren Größe im Mittel den gewünschten Wert hat; allerdings kann in schlechten Fällen eine un-

abhängige Menge mit weniger Ecken herauskommen.

Es stellt sich die Frage, ob es einen Algorithmus gibt, bei dem jede Ausgabe die gewünschte

Größe besitzt. Die Problematik, den Zufall aus den Algorithmen zu entfernen beziehungsweise

zumindest zu reduzieren, ist ein weitreichendes Thema, welches unter dem Begriff Derandomi-

sierung von Algorithmen zu finden ist. Hierauf soll jedoch nicht weiter eingegangen werden; der

Leser sei auf spezielle Literatur hierzu verwiesen [AS04, Kapitel 15].

Betrachtet man die Algorithmen 1 und 2, so ist nicht unmittelbar zu erkennen, dass die Menge

Jφ aus Algorithmus 2 die Menge Iφ aus Algorithmus 1 umfasst. Formuliert man Algorithmus 2

etwas um, so ist leicht zu sehen, dass er im Prinzip Algorithmus 1 mehrfach ausführt und dabei

in jeder Iteration die Menge Iφ mit ihrer Nachbarschaft entfernt. Dies wird durch Algorithmus 4

verdeutlicht.

Algorithmus 4 : Alternativer Algorithmus zu Theorem 1

Eingabe : Einen Graphen G = (V,E) und eine Nummerierung φ auf G.
Ausgabe : Eine unabhängige Menge Jφ.

1 J ← ∅;
2 H ← G;
3 solange V (H) 6= ∅ tue
4 I ← ∅;
5 für alle Ecke v ∈ V (H) tue
6 wenn NH(v) ∩ Lφ(v) = ∅ dann
7 I ← I ∪ {v};
8 Ende

9 Ende
10 J ← J ∪ I;
11 H ← H \NG[I];

12 Ende
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Wie zu sehen ist, entsprechen die Zeilen 4 bis 9 genau Algorithmus 1. Danach wird in Zeile 10

die unabhängige Menge I zu J hinzugefügt und in Zeile 11 werden die Ecken I mit ihren

Nachbarn aus dem Graphen entfernt. Auf dem verbliebenen Graphen wird erneut Algorithmus 1

durchgeführt. Die hierbei gewonnene unabhängige Menge I lässt sich mit der gespeicherten

unabhängigen Menge J zu einer größeren unabhängigen Menge vereinigen. Im Anschluss werden

wiederum die verarbeiteten Ecken entfernt und von vorne begonnen.

Es stellt sich die Frage, ob diese Idee den Algorithmus 1 der Caro-Wei-Schranke mehrfach nach-

einander durchzuführen, bereits in der Literatur untersucht wurde. Ein mehrfaches Durchlaufen

bis der komplette Graph abgearbeitet wurde (Algorithmus 4), ist uns nicht bekannt; die Ein-

schränkung auf genau zwei Durchläufe wurde dagegen beispielsweise durch S. M. Selkow in

[Sel94] vorgestellt. Die dazugehörige Schranke ist bereits in Proposition 1.1.4 erwähnt worden,

im nächsten Kapitel werden wir sie genauer betrachten.
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Nachdem wir in Abschnitt 2.4 bereits die neuen Schranken mit gängigen Caro-Wei-ähnlichen un-

teren Schranken verglichen haben, soll unser Resultat im Folgenden nun der klassischen Schranke

von S. M. Selkow aus Proposition 1.1.4 gegenübergestellt werden. Hierbei werden wir sehen, dass

zum Beweis der Schranke in [Sel94] ein Algorithmus formuliert wurde, der im Prinzip Algorith-

mus 4 mit genau zwei Durchläufen entspricht. Trotzdem scheint diese Schranke nur schwer mit

den Resultaten aus Kapitel 2 vergleichbar zu sein, da S. M. Selkow die erwartete Ausgabegröße

des Algorithmus auf andere Weise abschätzt. Deshalb ist es von Interesse, sich diese Arbeit und

den Beweis aus [Sel94] genauer anzuschauen. Hierbei wird uns ein Fehler in der Beweisführung

begegnen. Im darauffolgenden Abschnitt 4.2 werden einige weitere Überlegungen hinsichtlich

der Belastbarkeit des Resultats aufgeführt.

4.1 Die Schranke

Wir formulieren erneut den Satz von S. M. Selkow.

Proposition 4.1.1 (S. M. Selkow)

Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

 1

dG(v) + 1

(
1 + max

{
dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1
, 0

}) . (4.1)

Beweis: Wir folgen nun dem Beweis von S. M. Selkow zu Proposition 4.1.1 aus der Origi-

nalliteratur [Sel94].

Es sei G = (V,E) ein beliebiger Graph. Hierauf ist φ ∈ S(G) eine zufällig gewählte Numme-

rierung, wobei für die zufällige Wahl von einer uniformen Verteilung der Elemente aus S(G)

ausgegangen wird. Für dieses φ ist I1 die durch Algorithmus 1 erzeugte Ausgabe, also

I1 := {v ∈ V (G) | NG(v) ⊆ Rφ(v)}.

Wie schon im Beweis von Proposition 1.1.1 in Kapitel 3 gilt hier

E(|I1|) =
∑

v∈V (G)

1

dG(v) + 1
.

Die Menge S sei die Menge der Ecken abzüglich derer aus I1, die Algorithmus 4 im ersten

Durchlauf der Schleife in Zeile 3 bis 12 herausnimmt. Dies ist genau die Menge der Ecken,

die adjazent zu einer Ecke aus I1 sind:

S := {v ∈ V (G) | ∃u ∈ I1 : uv ∈ E(G)}.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Ecke v ∈ V (G) sich in der Menge S befindet, lässt sich wie

folgt abschätzen:

P(v ∈ S) = P
(
∃u ∈ NG(v) : u ∈ I1

)
≤
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1
. (4.2)

Sei H = G[V (G) − I1 − S] der von V (G) − I1 − S induzierte Untergraph von G, also der

Graph H im ersten Durchlauf der Schleife des Algorithmus 4. Für alle Ecken v ∈ V (G) gilt:

P(v ∈ V (H)) = 1−P(v ∈ I1)−P(v ∈ S)

≥ 1− 1

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1
.

Ist V (H) nicht leer, so kann ein weiterer Durchlauf der Schleife in Zeile 3 bis 12 durchgeführt

werden. Hierbei ergibt sich auf gleiche Weise die Menge

I2 := {v ∈ V (H) | NH(v) ⊆ Rφ(v)}.

Trivialerweise sind die Mengen I1 und I2 disjunkt und jeweils unabhängig und können somit

eine unabhängige Menge I1 ∪ I2 bilden. Folglich gilt für α(G):

α(G) ≥ E(|I1 ∪ I2|)
= E(|I1|) + E(|I2|)

=
∑

v∈V (G)

(P(v ∈ I1) + P(v ∈ I2)) .

Es bleibt P(v ∈ I2) zu bestimmen. Hierbei schreibt S. M. Selkow [Sel94, S. 364] (der Leser

betrachte dazu die entsprechende Seite aus der Veröffentlichung auf der nächsten Seite):

P(v ∈ I2) = P(v ∈ I2 | v ∈ V (H)) P(v ∈ V (H)) (4.3)

≥
(

1

dH(v) + 1

)1− 1

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1

 (4.4)

≥
(

1

dG(v) + 1

) dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1

 . (4.5)
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Ein Blick auf die Formeln (4.3)–(4.5) und den Beweis lässt vermuten, dass der Autor

P(v ∈ I2 | v ∈ V (H)) ≥ 1

dG(v) + 1

für jeden Graphen G annimmt. Jedenfalls behauptet und benutzt er, dass im Allgemeinen

P(v ∈ I2) ≥
(

1

dG(v) + 1

) dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1


gilt, wie es auf der vorherigen Seite mit grün hervorgehoben ist. Dies ist jedoch falsch, denn es

gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.1.2

Für alle ε > 0 existiert ein Graph G und eine Ecke v ∈ V (G) derart, dass

0 < P(v ∈ I2) < ε ·
(

1

dG(v) + 1

)(
dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1

)

gilt.

Beweis: Sei im Folgenden G der Graph entsprechend der Skizze.

A

xuv

a1

a2

an

Wir betrachten die Ecke v ∈ V (G). Im Folgenden werden wir die Größen P(v ∈ V (H)) und

P(v ∈ I2) bestimmen.

P(v ∈ V (H)) = 1−P(v ∈ I1)−P(v ∈ S) = 1−P(v ∈ I1)−P(u ∈ I1) = 1− 1

2
− 1

3
=

1

6
.

Es sei ein φ ∈ S(G) gegeben, so dass v ∈ I2 gilt. Wir werden im Folgenden Bedingungen an

φ stellen, die äquivalent zu v ∈ I2 sind. Die Ecke v darf sich nicht in der Menge I1 befinden,

daher muss u ∈ Lφ(v) gelten. Es gilt v ∈ I2 genau dann, wenn u ∈ S gilt. Somit muss aber

x ∈ I1 gelten. Fassen wir diese Bedingungen an φ zusammen, so gilt:

φ(x) < φ(u) < φ(v)

und

φ(x) < φ(ai) für alle i = 1, . . . , n.
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Also ist φ(x) = 1, aus den restlichen Nummern 2, . . . , n + 3 wählen wir für φ(u) und φ(v)

zwei aus. Die Nummern der Ecken aus A sind hierbei irrelevant. Damit haben wir

1 ·
(
n+ 2

2

)
· n!

günstige Nummerierungen gefunden. Somit ist

P(v ∈ I2) =
1 ·
(
n+2

2

)
· n!

(n+ 3)!
=

(n+ 2)!

2! · (n+ 3)!
=

1

2 · (n+ 3)
.

Für beliebiges n ≥ 6/ε ergibt sich

P(v ∈ I2)(
1

dG(v)+1

)(
dG(v)
dG(v)+1 −

∑
u∈NG(v)

1
dG(u)+1

) =

1
2·(n+3)

1
2 ·

1
6

=
6

n+ 3
< ε. �

Für ε = 1 zeigt Lemma 4.1.2, dass der Beweis von S. M. Selkow falsch ist. Jedoch würde es

reichen

∑
v∈V (G)

P(v ∈ I2) ≥
∑

v∈V (G)

(
1

dG(v) + 1
·max

{
dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1
, 0

})

zu zeigen, um den Beweis abzuschließen. Dieser Fragestellung werden wir im nächsten Abschnitt

begegnen.

4.2 Bemerkungen zu einem möglichen Beweis der Schranke

In diesem Abschnitt stellen wir einige Bemerkungen an, welche für die Richtigkeit der Behaup-

tung von Proposition 4.1.1 sprechen. Es gibt aber auch Überlegungen, die ein Gegenbeispiel

möglich erscheinen lassen. Ein Beweis beziehungsweise ein Gegenbeispiel konnten wir jedoch

bisher nicht finden. Des Weiteren sind uns auch keine Resultate dazu aus der Literatur bekannt.

Zum Beweis von Proposition 4.1.1 bleibt noch

∑
v∈V (G)

P(v ∈ I2) ≥
∑

v∈V (G)

(
1

dG(v) + 1
·max

{
dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1
, 0

})
(4.6)

zu zeigen. Aus Lemma 4.1.2 ist bekannt, dass diese Aussage summandenweise falsch ist, das

heißt, dass im Allgemeinen nicht

P(v ∈ I2) ≥
(

1

dG(v) + 1

) dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1

 (4.7)

gilt.

Es kann also Ecken im Graphen G geben, die die Ungleichung (4.7) nicht erfüllen. Solche Ecken

nennen wir aus diesem Grund schlecht. Wir werden zeigen, dass es auch Ecken gibt, die die
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Ungleichung (4.7) mit einem Faktor größer 1 erfüllen. Solche Ecken bezeichnen wir mit gut.

Diese Eigenschaften sind im folgenden Lemma 4.2.1 zu finden.

Lemma 4.2.1

a) Für einen nicht-vollständigen Graphen G und jede Ecke v ∈ V (G) mit NG[v] 6= V (G) gelten

für P(v ∈ I2) die trivialen Schranken

0 < P(v ∈ I2) ≤ 1− 1

dG(v) + 1
− max
u∈NG(v)

1

dG(u) + 1
.

b) Für alle ε > 0 gibt es einen nicht-vollständigen Graphen G und eine Ecke v ∈ V (G) derart,

dass

P(v ∈ I2) < ε ·
(

1

dG(v) + 1

) dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1

 .

Solche Ecken widersprechen der Ungleichung (4.7) und werden mit schlecht bezeichnet.

c) Für c > 1 gibt es einen nicht-vollständigen Graphen G und eine Ecke v ∈ V (G) derart,

dass

P(v ∈ I2) > c ·
(

1

dG(v) + 1

) dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1

 .

Ecken, die diese Bedingung erfüllen, nennen wir gut.

Beweis: Für einen Graphen G = (V,E) sei v ∈ V (G) eine Ecke mit NG[v] = V (G). Ist v in

einer unabhängigen Menge, so kann diese Menge nur die Ecke v enthalten. In jeder anderen

unabhängigen Menge kann sich v nicht befinden.

a) Es sei G = (V,E) ein nicht-vollständiger Graph und v ∈ V (G) eine beliebige Ecke mit

NG[v] 6= V (G). Dann gibt es zwei Ecken u,w ∈ V (G) mit vu, uw ∈ E(G) und vw /∈ E(G).

Sei φ ∈ S(G) eine Nummerierung mit 1 = φ(w), 2 = φ(u) und 3 = φ(v). Für diese

Nummerierung ist w ∈ I1, u ∈ S und v ∈ I2. Somit ist P(v ∈ I2) > 0.

Es ist bekannt, wie P(v ∈ V (H)) berechnet werden kann. Es gilt

P(v ∈ I2) ≤ P(v ∈ V (H)) = 1−P(v ∈ I1)−P(v ∈ S) ≤ 1− 1

dG(v) + 1
− 1

dG(u) + 1

für beliebiges u ∈ NG(v).

b) Das folgt direkt aus Lemma 4.1.2.

c) Es sei n ∈ N eine natürliche Zahl mit n ≥ c + 2 und Kn der vollständige Graph mit n

Ecken. Wir wählen zwei Ecken u, v ∈ V (Kn) und entfernen die Kante uv.

uv
Kn−2
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Für den hierbei erhaltenen Graphen G = (V (Kn), E(Kn) \ {uv}) berechnen wir getrennt

P(v ∈ I2) und die rechte Seite

R(v) =

(
1

dG(v) + 1

) dG(v)

dG(v) + 1
−
∑

u∈NG(v)

1

dG(u) + 1

 .

Es sei ein φ ∈ S(G) gegeben, so dass v ∈ I2 gilt. Jede Ecke aus NG[v] = V (G) \ {u} kann

folglich nicht in der Menge I1 enthalten sein, so dass u ∈ I1 gelten muss und die Menge

S = V (G) \ {u, v} ist. Damit v ∈ I2 gilt, muss es einen Nachbarn a ∈ NG(v) geben mit

a ∈ Lφ(v). Fassen wir diese Bedingungen an φ zusammen, so gilt 1 = φ(u) und 2 = φ(a).

Die Nummern der restlichen Ecken sind hierbei irrelevant. Wir haben

1 · (n− 2) · (n− 2)!

günstige Nummerierungen gefunden und es gilt

P(v ∈ I2) =
1 · (n− 2) · (n− 2)!

n!
=

n− 2

n · (n− 1)
.

Berechnen wir die rechte Seite der Ungleichung:

R(v) =

(
1

dG(v) + 1

) dG(v)

dG(v) + 1
−

∑
u∈NG(v)

1

dG(u) + 1


=

(
1

n− 1

)(
n− 2

n− 1
− n− 2

n

)
=

1

n− 1
· n− 2

n · (n− 1)
.

Somit ist

P(v ∈ I2) = (n− 1) ·R(v) > c ·R(v). �

Das Lemma 4.2.1 zeigt, dass es gute und schlechte Ecken geben kann. Wenn für jeden Graphen

die guten Ecken die schlechten überwiegen in dem Sinne, dass die Ungleichung (4.6) gilt, so wäre

Proposition 4.1.1 richtig. Der Beweis für das Überwiegen der guten Ecken ist uns bisher nicht

gelungen.

Wir möchten noch eine kurze Überlegung vorstellen, die möglicherweise gegen die Richtigkeit

von Proposition 4.1.1 sprechen könnte. Dazu sei G der Graph bestehend aus zwei kompletten

Graphen Kn, die über je eine Ecke miteinander verbunden sind. Betrachten wir dazu die folgende

Abbildung.

Kn Kn

Die Caro-Wei-Schranke ergibt

CW (G) =
2

n+ 1
+

2n− 2

n
.



4 Über die Schranke von S. M. Selkow 43

Berechnen wir die Schranke (4.1):

α(G) ≥ CW (G) +
2

n+ 1
· 0 +

2n− 2

n
·
(
n− 1

n
− 1

n+ 1
− n− 2

n

)
=

2

n+ 1
+

2n− 2

n
+

2n− 2

n
· 1

n · (n+ 1)

=
2n2 + (2n− 2) · n · (n+ 1) + (2n− 2)

n2 · (n+ 1)

=
2n3 + 2n2 − 2

n3 + n2
.

Diese Formel erreicht für alle n die Unabhängigkeitszahl α(G) = 2 nicht. Die Konstruktion eines

Graphen, bei dem die Schranke aus Proposition 4.1.1 den tatsächlichen Wert α(G) übersteigt,

ist bisher nicht gelungen. Daher bleibt in dieser Arbeit offen, ob das Resultat von S. M. Selkow

gilt.

Kapitel 1 dieser Arbeit bietet einen gewiss nicht vollständigen Überblick über verschiedene unte-

re Schranken für die Unabhängigkeitszahl α(G) an, die allesamt Verbesserungen der Caro-Wei-

Schranke CW (G) sind. In Kapitel 2 wurde eine allgemeine neue Schranke eingeführt, die Aus-

gangspunkt für weitere Betrachtungen war. So konnten wir einfachere und leicht berechenbare

Schranken ableiten und diese bewerten. Unter anderem schränkten wir die Menge der v-Graphen

H(v) auf Wege der Länge zwei ein. Einen solchen Weg P = (v, u, w) ∈ H(v) untersuchten wir

ausgehend von der Endecke v.

Betrachten wir solche Wege P = (v, u, w) von dem
”
Mittelpunkt“ u aus, so ist die Nichtkante

zwischen v und w eine fehlende Kante in der Nachbarschaft NG[u] von u. Mit Hilfe des Satzes

von Turán werden wir die Anzahl fehlender Kanten abschätzen können. Bei dieser Abschätzung

wird der Parameter ωG(u) auftreten und damit, wie wir in Kapitel 6 noch sehen werden, kann

unser Resultat (Theorem 1) genutzt werden, um sich der Vermutung 1.1.3 von E. Bertram

und P. Horak
”
anzunähern“. Dazu werden wir zunächst in Kapitel 5 leichte Variationen von

Theorem 1 betrachten.



5 Variationen des Resultats aus Kapitel 2

In diesem Kapitel werden wir versuchen, die beiden strikten Anforderungen (v, φ)-Zulässigkeit

und (v, φ)-Verträglichkeit an die v-Graphen H ∈ H(v) aus den Kapiteln 2 und 3 etwas aufzu-

weichen. Einerseits gehen zunächst die einfachen Folgerungen der Lemmas 3.1.1 bis 3.1.4 ver-

loren und müssen schließlich nachgewiesen werden. Andererseits erhalten wir leicht verbesserte

Schranken.

5.1 Ein anderer Weg zur Eindeutigkeit

Rückblickend auf den Beweis in Kapitel 3, musste dort gefordert werden, dass nur Nummerie-

rungen gezählt wurden, die für alle v ∈ V (G) und H ∈ H(v) sicherstellten, dass die Eigenschaft

NG(w) \NH(w) ⊆ Rφ(w) für alle w ∈ V (H) galt. Nur so gelingt es im Allgemeinen, die Eindeu-

tigkeit der Untergraphen aus H(v) zu erreichen und Mehrfachzählungen der Nummerierungen

zu vermeiden, so wie es in Lemma 3.1.4 gezeigt wurde. Durch eine Einschränkung der Men-

ge H ∈ H(v) können wir gegebenenfalls Anforderungen lockern, ohne Mehrfachzählungen der

Nummerierungen zuzulassen. Damit wird es möglich sein, die Nenner der Summanden von (F)

zu verkleinern, den Wert der Schranke zu erhöhen und so α(G) besser abzuschätzen.

Dies wollen wir in der folgenden Situation betrachten: Es seien zwei beliebig gegebene Ecken

u, v ∈ V (G) mit uv /∈ E(G). Mit NG(u, v) := NG(u) ∩ NG(v) definieren wir die gemeinsame

Nachbarschaft und nehmen an, dass diese nicht leer ist. Unter welchen Bedingungen an φ ∈ S(G)

nimmt der Algorithmus 2 die Ecke v in die Menge Jφ auf?

u v

⋂
w∈S

NG(w)

S

Dazu wählen wir S ⊆ NG(u, v), S 6= ∅, s = |S| und es sei φ ∈ S(G) mit

φ(u) < φ(w) < φ(v)

für alle w ∈ S. Gilt außerdem NG(u)∩Lφ(u) = ∅ und NG(v)∩Lφ(v) = S, so ist der v-Graph H

mit V (H) = S ∪ {u, v} ein (v, φ)-zulässiger, womit v ∈ Jφ ist.

Angenommen, H ist zudem (v, φ)-verträglich, so wird φ in Theorem 1 gezählt und es folgt direkt

eine Abschätzung für die Unabhängigkeitszahl.
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Korollar 5.1.1

α(G) ≥ CW (G) +
∑

v∈V (G)

∑
u∈V (G),
uv /∈E(G),
NG(u,v) 6=∅

∑
S⊆NG(u,v),

S 6=∅

∑
π∈Π(S)

1

a · b1(π) · . . . · bs(π) · c
,

wobei π ∈ Π(S) eine Anordnung von S zu einem Tupel (w1, w2, . . . , ws) mit s := |S| ist und

a := |NG[S ∪ {u, v}]|, b1(π) := |NG[S ∪ {v}] \ {u}|,
bi(π) := |NG[{wi, . . . , ws, v}] \ {u,w1, . . . , wi−1}| für i = 2, . . . , s und c := dG(v) + 1− s.

Es reicht in diesem Fall jedoch, dass H ein (v, φ)-zulässiger v-Graph ist. Wir müssen lediglich

fordern, dass
⋂
x∈S

NG(x) ⊆ Rφ(w) für alle w ∈ S ist.

Proposition 5.1.2

α(G) ≥ CW (G) +
∑

v∈V (G)

∑
u∈V (G),
uv /∈E(G),
NG(u,v)6=∅

∑
S⊆NG(u,v),

S 6=∅

s!

a · b1 · b2 · . . . · bs · c
,

mit s := |S|, a := |NG[{u, v}] ∪
⋂
w∈S

NG(w)|, bi := |NG[v] ∪
⋂
w∈S

NG(w)| − i für i = 1, . . . , s

und c := dG(v) + 1− s.

Beweis: Der Beweis verläuft analog zu dem Beweis von Theorem 1. Deshalb wird er nur

verkürzt aufgeführt.

Wir wollen eine gewisse Teilmenge von S(G) derart konstruieren, dass v ∈ Jφ ist. Sofern

NG(v)∩Lφ(v) = ∅ gilt, ist p(H) = 0, das heißt wir erhalten den Summanden 1
dG(v)+1 , dessen

Summe über V (G) die Caro-Wei-Schranke ergibt.

Falls die Situation wie im Bild zu Beginn dieses Abschnitts eintritt, wählen wir u ∈ V (G) mit

uv /∈ E(G) und NG(u, v) 6= ∅. Es sei außerdem S ⊆ NG(u, v) nichtleer. Für alle φ ∈ S(G), so

dass H ein (v, φ)-zulässiger v-Graph ist, gilt nach Lemma 3.1.3, dass v ∈ Jφ ist. Sei φ ∈ S(G)

eine solche Nummerierung.

Wir definieren die Mengen A := NG[{u, v}]∪
⋂
w∈S

NG(w), B := NG[v]∪
⋂
w∈S

NG(w) \ {u} und

C := NG[v] \ S, die a = |A|, b1 = |B| und c = |C| erfüllen.
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Es folgt

X1 := {φ(x) | x ∈ A} ⊆ {1, . . . , n},
φ(u) := min(X1),

X2 := {φ(x) | x ∈ B} ⊆ X1 \ {min(X1)},
Y := {φ(x) | x ∈ S}= {i ∈ X2 | i ist die kleinste bis s-kleinste Zahl aus X2},

X3 := {φ(x) | x ∈ C} ⊆ X2 \ Y,
φ(v) := min(X3)

und

Z1 := {φ(x) | x ∈ A \ (B ∪ {u})} = X1 \ (X2 ∪ {min(X1)}),
Z2 := {φ(x) | x ∈ B \ (C ∪ S)} = X2 \ (X3 ∪ Y ),

Z3 := {φ(x) | x ∈ C \ {v}} = X3 \ {min(X3)}.

Für die Mengen X1, X2 und X3 gibt es
(
n
a

)
·
(
a−1
b1

)
·
(
b1−s
c

)
Möglichkeiten, diese zu wählen;

den Faktor s! erhält man für Y .

Für die Zuordnung der Mengen Z1, Z2, Z3 erhalten wir (a − b1 − 1)! · (b1 − c − s)! · (c − 1)!

Möglichkeiten.

Es verbleiben noch (n− a)! Möglichkeiten die restlichen Ecken zu nummerieren.

Insgesamt ergibt sich(
n

a

)
·
(
a− 1

b1

)
·
(
b1 − s
c

)
· s! · (a− b1 − 1)! · (b1 − c− s)! · (c− 1)! · (n− a)!

=
n! · s!
a · c

(b1 − s)!
b1!

.

Bildet man die Summe über alle u und S, erhält man die behauptete Schranke.

Bis jetzt haben wir mögliche Mehrfachzählungen der Nummerierungen nicht beachtet, es

verbleibt daher der Nachweis, dass wir kein φ ∈ S(G) mehrmals zählen. Zu gegebenem

φ ∈ S(G) ist S = NG(v) ∩ Lφ(v) und {u} =
⋂
w∈S

(NG(w) ∩ Lφ(w)) eindeutig bestimmt, für

eine andere Wahl von u und S erhält man ein anderes φ′ ∈ S(G). Mehrfachzählungen sind

damit ausgeschlossen. �

5.2 Alternative zur (v, φ)-Zulässigkeit

Es wurde gezeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen für alle w ∈ N1,H(v) die Nummern φ(x)

für x ∈ NG(w) \ NH(w) beliebig sein können. In diesem Abschnitt untersuchen wir, inwiefern

diese Eigenschaft für Ecken aus der Menge N2,H(v) statt N1,H(v) gelten könnte.

Es sei dazu eine beliebige Ecke u ∈ V (G), eine Nummerierung φ ∈ S(G) und eine Nachbar-

ecke v ∈ NG(u) ∩ Rφ(u) mit größerer Nummer gegeben. Wir betrachten die Situation, in der

Algorithmus 2 die Ecke v in die Menge Jφ aufnimmt.



5 Variationen des Resultats aus Kapitel 2 47

u vw1

W

Es muss mindestens einen Nachbarn w ∈ NG(u) von u mit w ∈ Lφ(u) geben, der nicht mit

v adjazent ist. Wir nehmen daher im Folgenden an, dass NG(u) ∩ Lφ(u) ∩ NG(v) = ∅, setzen

W = NG(u) ∩ Lφ(u) und nennen die Elemente w1, . . . , ws aus W entsprechend der gewählten

Nummerierung φ.

Aus Theorem 1 folgt direkt eine Abschätzung für die Unabhängigkeitszahl in der oben verein-

barten Situation.

Korollar 5.2.1

α(G) ≥ CW (G) +
∑

v∈V (G)

∑
u∈NG(v)

∑
W⊆NG(u),
W∩NG[v]=∅,

W 6=∅

∑
π∈Π(W )

1

a1(π) · . . . · as(π) · b · c
,

wobei π ∈ Π(W ) eine Anordnung von W zu einem Tupel (w1, w2, . . . , ws) mit s := |W | ist und

a1(π) := |NG[W ∪ {u, v}]|, ai(π) := |NG[{wi, . . . , ws, u, v}] \ {w1, . . . , wi−1}| für i = 2, . . . , s,

b := |NG[{u, v}] \W | und c := dG(v).

Wegen Definition 2, b) muss für alle w ∈W gelten, dass NG(w) \W ⊆ Rφ(w) ist. Dies führt zu

der Größe der Faktoren im Nenner. Es reicht jedoch, wenn wir für ein wi ∈W fordern, dass alle

anderen Nachbarn eine größere Nummer haben, das heißt NG(wi) ⊆ Rφ(wi). Damit werden die

Nenner kleiner und das vorige Korollar verbessert.

Proposition 5.2.2

α(G) ≥ CW (G) +
∑

v∈V (G)

∑
u∈NG(v)

∑
W⊆NG(u),
W∩NG[v]=∅,

W 6=∅

∑
w1∈W

(s− 1)!

a0 · a1 · . . . · as−1 · b · c
,

mit s := |W |, a0 := |NG[{w1, u, v}]|, ai := |NG[{u, v}] \ W | + (s − i) für i = 1, . . . , s − 1,

b := |NG[{u, v}] \W | und c := dG(v).

Beweis: Auch dieser Beweis verläuft analog zu dem von Theorem 1 und wird deshalb nur

verkürzt aufgeführt.

Wir wollen eine gewisse Teilmenge von S(G) derart konstruieren, dass v ∈ Jφ ist. Für den

Fall, dass NG(v) ∩ Lφ(v) = ∅ gilt, ist p(H) = 0, das heißt wir erhalten den Summanden
1

dG(v)+1 , dessen Summe über V (G) die Caro-Wei-Schranke ergibt.
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Falls die Situation wie im Bild zu Beginn dieses Abschnitts eintritt, wählen wir ein u ∈ NG(v),

dann W ⊆ NG(u) mit W ∩ NG[v] = ∅,W 6= ∅ und ein w1 ∈ W . Sei nun φ ∈ S(G) eine

Nummerierung mit

φ(w1) ≤ φ(w) ≤ φ(u) ≤ φ(v)

für alle w ∈W \ {w1}.
Wir definieren die Mengen A := NG[{w1, u, v}], B := NG[{u, v}] \W und C := NG[v] \ {u},
die a0 = |A|, b = |B| und c = |C| erfüllen.

Es folgt

X1 := {φ(x) | x ∈ A} ⊆ {1, . . . , n},
φ(w1) := min(X1),

X2 := {φ(x) | x ∈ NG[{u, v}] \ {w1}} ⊆ X1 \ {min(X1)},
Y := {φ(x) | x ∈W \ {w1}}= {i ∈ X2 | i ist die kleinste bis (s− 1)-kleinste Zahl aus X2},

X3 := {φ(x) | x ∈ B} ⊆ X2 \ Y,
φ(u) := min(X3),

X4 := {φ(x) | x ∈ C} ⊆ X3 \ {min(X3)},
φ(v) := min(X4)

und

Z1 := {φ(x) | x ∈ A \NG[{u, v}]} = X1 \ (X2 ∪ {min(X1)}),
Z3 := {φ(x) | x ∈ B \ (C ∪ {u})} = X3 \ (X4 ∪ {min(X3)}),
Z4 := {φ(x) | x ∈ C \ {v}} = X4 \ {min(X4)}.

Für die Mengen X1, . . . , X4 gibt es
(
n
a0

)
·
(
a0−1

b+(s−1)

)
·
(
b
b

)
·
(
b−1
c

)
Möglichkeiten, diese zu wählen;

den Faktor (s− 1)! erhält man für Y .

Für die Zuordnung der Mengen Z1, Z3, Z4 erhalten wir (a0−(b+(s−1))−1)!·(b−c−1)!·(c−1)!

Möglichkeiten.

Es verbleiben noch (n− a0)! Möglichkeiten die restlichen Ecken zu nummerieren.

Insgesamt ergibt sich(
n

a0

)
·
(

a0 − 1

b+ (s− 1)

)
·
(
b

b

)
·
(
b− 1

c

)
· (s− 1)!

· (a0 − (b+ (s− 1))− 1)! · (b− c− 1)! · (c− 1)! · (n− a0)!

=
n! · (s− 1)!

a0 · c
(b− 1)!

(b+ s− 1)!
.

Bildet man die Summe über alle u, W und w1 ∈W , erhält man die behauptete Schranke.

Es verbleibt der Nachweis, dass v in Jφ liegt und dass wir Mehrfachzählungen ausschließen

können. Aufgrund der Wahl von φ(w1) ist NG(w1) ∩ Lφ(w1) = ∅ und somit w1 ∈ Jφ. Nach

Lemma 3.1.1, (3.3) ist damit u /∈ Jφ. Wegen der Wahl von φ(v) und C = NG[v] \ {u} gilt

NG(v) ∩ Lφ(v) ∩ Jφ = {u} ∩ Jφ = ∅ und wiederum mit Lemma 3.1.1, (3.3) folgt, dass v ∈ Jφ
ist.
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Da außerdem NG(v)∩Lφ(v) = {u}, NG(u)∩Lφ(u) = W und w1 ∈W mit kleinster Nummer

ist, wäre φ verschieden für eine andere Wahl von u, W oder w1. Mehrfachzählungen sind

damit ausgeschlossen. �

5.3 Vollständige v-Graphen

In diesem Kapitel erneuerten wir die Anforderungen an Nachbarn der Mengen Nq,H(v). Dies

wurde einmal für q = 1 und einmal für q = 2 untersucht. Im Folgenden werden diese neuen

Anforderungen für alle q = 1, . . . , p(H) erweitert, was zu einer allgemeineren Formel, die im

Folgenden betrachtet werden soll, führt.

Dazu definieren wir die vollständigen v-Graphen:

Definition 4

Zu v ∈ V (G) sei H ein vollständiger v-Graph, falls H ein v-Graph nach Definition 1 ist

und sich zwischen den Mengen Nq,H(v) und Nq+1,H(v) für q = 0, . . . , p(H)− 1 alle möglichen

Kanten befinden.

Mit Hkomplett(v) bezeichnen wir die Menge aller vollständigen v-Graphen zu v ∈ V (G).

Mit der Definition der vollständiger v-Graphen können wir Proposition 5.3.1 allgemein formu-

lieren. Wir zählen dabei alle Nummerierungen φ ∈ S(G), bei denen gilt:

• Für die Mengen Nq,H(v) mit ungeradem q reicht es zu fordern, dass
⋂

w∈Nq,H(v)

NG(w) ⊆ Rφ(w)

für alle w ∈ Nq,H(v) ist.

• Für die Mengen Nq,H(v) mit geradem q reicht es zu fordern, dass es ein w ∈ Nq,H(v) gibt,

so dass NG(w) ∩ Lφ(w) ⊆ Nq+1,H(v) gilt.

Die Propositionen 5.1.2 und 5.2.2 erfüllen genau diese beiden Bedingungen; die betrachteten

v-Graphen sind vollständig gemäß Definition 4.

Proposition 5.3.1

Zu v ∈ V (G) sei ein vollständiger v-Graph H mit den Mengen Nq,H(v) für q = 0, . . . , p(H)

gegeben. Hieraus wählen wir ein wq ∈ Nq,H(v) für alle geraden q = 2, . . . , p(H). Des Weiteren

sei nq := |Nq,H(v)| für alle q = 0, . . . , p(H).

Wir definieren die Zahlen

ap :=

∣∣∣∣∣ ⋃
q=2,4,...,p(H)

(
NG(wq) ∪Nq,H(v) ∪Nq−1,H(v) ∪

⋂
u∈Nq−1,H(v)

NG(u)
)
∪NG[v]

∣∣∣∣∣,
bp :=

∣∣∣∣∣ ⋂
u∈Np−1,H(v)

NG(u) \Np,H(v) ∪
⋃

q=2,4,...,p(H)−2

(
NG(wq) ∪Nq,H(v) ∪Nq−1,H(v) ∪

⋂
u∈Nq−1,H(v)

NG(u)
)
∪NG[v]

∣∣∣∣∣,
ap−2 :=

∣∣∣∣∣ ⋃
q=2,4,...,p(H)−2

(
NG(wq) ∪Nq,H(v) ∪Nq−1,H(v) ∪

⋂
u∈Nq−1,H(v)

NG(u)
)
\Np−1,H(v) ∪ NG[v]

∣∣∣∣∣,
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bp−2 :=

∣∣∣∣∣ ⋂
u∈Np−3,H(v)

NG(u) \Np−2,H(v) ∪
⋃

q=2,4,...,p(H)−4

(
NG(wq) ∪Nq,H(v) ∪Nq−1,H(v) ∪

⋂
u∈Nq−1,H(v)

NG(u)
)
∪NG[v]

∣∣∣∣∣,
...

a2 :=

∣∣∣∣∣(NG(w2) ∪N2,H(v) ∪N1,H(v) ∪
⋂

u∈N1,H(v)

NG(u)
)
\N3,H(v) ∪ NG[v]

∣∣∣∣∣,
b2 :=

∣∣∣∣∣ ⋂
u∈N1,H(v)

NG(u) \N2,H(v) ∪ NG[v]

∣∣∣∣∣,
a0 :=

∣∣∣NG[v] \N1,H(v)
∣∣∣.

Dann ist

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

∑
H∈Hkomplett(v)

∑
wp∈Np,H(v),

wp−2∈Np−2,H(v),
...

w2∈N2,H(v)

(np − 1)! · np−1!

ap ·
np−1∏

i=1−np−1

(bp + i)

· (np−2 − 1)! · np−3!

ap−2 ·
np−2−1∏
i=1−np−3

(bp−2 + i)

· . . . · (n2 − 1)! · n1!

a2 ·
n2−1∏
i=1−n1

(b2 + i)

· 1

a0
.

Der Beweis verläuft analog zu den beiden Beweisen in den vorangegangenen zwei Abschnitten.

In Kapitel 5 zeigte sich, dass durch eine Einschränkung der Menge H(v) der v-Graphen zu

Hkomplett(v) die Nenner verkleinert werden können (Proposition 5.3.1). Somit werden die Sum-

manden größer und, sofern wir durch die Einschränkung nicht zu viele v-Graphen verlieren, die

Schranke besser. Auf eine genauere Untersuchung, für welche Graphenklassen tatsächlich eine

Verbesserung vorliegt, soll hier verzichtet werden. Des Weiteren sei angemerkt, dass es durchaus

auch andere Ideen gibt, wie mit der Einschränkung der Menge H(v) die Summanden ausreichend

vergrößert werden können.



6 Über die Vermutung von E. Bertram und

P. Horak

Wie in Abschnitt 2.4 betrachten wir in diesem Kapitel erneut die Menge P2(v) ⊆ H(v) der Wege

P = (v, u, w) der Länge 2, die v als Endecke haben. Dann ist M =
⋃
v∈V (G) P2(v) die Menge

aller induzierter Wege in G mit 3 Ecken. Wir zerlegen diese Wegemenge

M =
⋃

u∈V (G)

M(u)

neu, indem wir jeder Ecke u ∈ V (G) die Menge M(u) aller induzierter Wege in G mit 3 Ecken,

deren
”
Mittelecke“ u ist, zuordnen. Damit ergibt sich eine eineindeutige Zuordnung eines solchen

Weges P = (v, u, w) zu der fehlenden Kante vw in der Nachbarschaft von u. Nutzen wir dieses

Vorgehen und die Eigenschaft, dass P = (v, u, w) ∈ P2(v)∩P2(w) für jedes P = (v, u, w) ∈M(u)

gilt, so können wir mit Hilfe des Satz von Turán Aussagen über die fehlenden Kanten in der Nach-

barschaft von u treffen. Es wird sich hierbei der Parameter ωG(u) ergeben, so dass neue Schran-

ken für α(G) entwickelt werden können, was zu einer
”
Annäherung“ an die Vermutung 1.1.3 von

E. Bertram und P. Horak [BH96] führen wird.

Wir formulieren erneut die Vermutung 1.1.3. Mit ωG(v) sei wiederum die Anzahl der Ecken der

größten Clique bezeichnet, die v enthält.

Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt

α(G) ≥
∑

v∈V (G)

2

dG(v) + ωG(v) + 1
.

Für perfekte Graphen und Graphen mit Maximalgrad 4 konnte dies bereits bewiesen werden

[Bra+15], im Allgemeinen ist sie noch offen. Ein Beweis der Vermutung wird hier nicht angegeben

werden können, da wir hierzu aus einer Schranke der dritten Kategorie eine Schranke der ersten

Kategorie ableiten wollen. Hierbei ist eine Vielzahl von groben Abschätzungen notwendig, so

dass diese abgeleitete Schranke letztendlich oft schlechter als die Vermutung sein wird.

6.1 Der Nicht-Kanten-Graph

Erinnern wir uns an die Situation aus Abschnitt 5.2.

u vw1

W
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Ausgehend von u betrachtet besteht dieser Graph nur aus Ecken aus der Nachbarschaft von u. Da

die v-Graphen induzierte Untergraphen sind, existieren keine Kanten zwischen v und den Ecken

aus W . Wir interessieren uns daher für die nicht-existierenden Kanten in der Nachbarschaft von

u. Dazu sei folgende Definition gegeben.

Definition 5

Sei G = (V,E) ein beliebiger Graph und C ⊆ V (G) eine Menge an Ecken. Dann ist der

Nicht-Kanten-Graph NE(C) der Graph mit

V (NE(C)) := C,

E(NE(C)) := {uv | u, v ∈ C und uv /∈ E(G)}.

Es sei angemerkt, dass der Graph NE(C) der Komplementärgraph von G[C] ist.

Wir betrachten im Folgenden zu der Ecke u ∈ V (G) den Nicht-Kanten-Graphen der Nachbar-

schaft von u, das ist der Graph H := NE(NG(u)). In diesem Graphen möchten wir die Anzahl

der Kanten unter Zuhilfenahme des Satzes von Turán [Tur41] abschätzen.

Proposition 6.1.1 (Satz von Turán)

Sei G = (V,E) ein Graph mit n Ecken, der keine (r + 1)-Clique enthält. Dann gilt

|E(G)| ≤
(

1− 1

r

)
n2

2
.

Zusätzlich ist der Graph Kn1,...,nr mit |ni − nj | ≤ 1 der einzige Graph ohne (r + 1)-Clique mit

maximaler Anzahl an Kanten.

Der Komplementärgraph des Nicht-Kanten-Graphen H ist der induzierte Untergraph G[NG(u)].

Dieser besitzt keine ωG(u)-Clique; hieraus folgt somit für H mit n := |V (H)| = dG(u)

|E(H)| =
(
n

2

)
−
∣∣∣E(G[N(u)]

)∣∣∣ ≥ n2

2
−
(

1− 1

ωG(u)− 1

)
n2

2
=

n2

2 (ωG(u)− 1)
− n

2
.

Bei Proposition 5.2.2 vertauschen wir die Summationsreihenfolge, das heißt es werden nicht

mehr die Wege P = (v, u, w) von v ausgehend über u in die Menge W untersucht, sondern wir

beginnen die Betrachtungen in u. Dann ist v ein Nachbar von u und die Menge W lässt sich

mit dem Nicht-Kanten-Graphen H der Nachbarschaft beschreiben, dessen Kantenanzahl wir im

Folgenden dann auch abschätzen wollen. Das bedeutet

α(G) ≥ CW (G) +
∑

v∈V (G)

∑
u∈NG(v)

∑
W⊆NG(u),
W∩NG(v)=∅,

W 6=∅

∑
w1∈W

(s− 1)!

a0 · a1 · . . . · as−1 · b · c

= CW (G) +
∑

u∈V (G)

∑
v∈NG(u)

∑
W⊆NNE(N(u))(v),

W 6=∅

∑
w1∈W

(s− 1)!

a0 · a1 · . . . · as−1 · b · c
(6.1)

mit s := |W |, a0 := |NG[{w1, u, v}]|, ai := |NG[{u, v}] \ W | + (s − i) für i = 1, . . . , s − 1,

b := |NG[{u, v}] \W | und c := dG(v).
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Wir möchten nun die Faktoren ai für i = 0, . . . , s−1 und b abschätzen. Eine Möglichkeit hierfür

sind die lokal k-semiregulären Graphen, die im nächsten Abschnitt beschrieben werden.

6.2 Lokal k-semireguläre Graphen

Für die Berechnung von (6.1) ist es notwendig, Informationen über die Grade dG(w1), dG(u)

und dG(v) zu kennen. Wir betrachten daher in diesem Abschnitt eine Graphenklasse, in der die

Grade benachbarter Ecken kaum voneinander abweichen. Beginnen wir mit der Definition dieser

Graphenklasse:

Definition 6

Sei G = (V,E) ein Graph und k ≥ 0 eine natürliche Zahl. Wir nennen G lokal k-semiregulär,

falls für je zwei benachbarte Ecken u, v ∈ V (G) gilt

|dG(u)− dG(v)| ≤ k.

Beachte, ein lokal 0-semiregulärer und zusammenhängender Graph ist ein regulärer Graph. Ein

Graph mit Maximalgrad ∆ ist (∆− 1)-semiregulär.

Mit der Erklärung der lokal k-semiregulären Graphen können wir die Grade der Ecken aus der

Nachbarschaft von u mit dG(u) und k abschätzen. Für die Faktoren ai für i = 0, . . . , s− 1 und

b und c aus Formel (6.1) ergeben sich mit s = |W |:

a0 = |NG[{w1, u, v}]| ≤ dG(w1) + dG(u) + dG(v)− 1 ≤ 3dG(u) + 2k − 1,

ai = |NG[{u, v}] \W |+ i ≤ dG(u) + (dG(v)− s) + i ≤ 2dG(u) + k − s+ i,

b = |NG[{u, v}] \W | ≤ dG(u) + (dG(v)− s) ≤ 2dG(u) + k − s,
c = dG(v) ≤ dG(u) + k.

Diese Ungleichungen legen eine Definition von m1(u), m2(u) und m3(u) nahe:

m1(u) := 3dG(u) + 2k − 1 ≥ a0,

m2(u) := 2dG(u) + k ≥ b+ s,

m3(u) := dG(u) + k ≥ c.

Es gilt

α(G)
(6.1)

≥ CW (G) +
∑

u∈V (G)

∑
v∈NG(u)

∑
W⊆NNE(N(u))(v),

W 6=∅

∑
w1∈W

(s− 1)!

a0 · a1 · . . . · as−1 · b · c

≥ CW (G) +
∑

u∈V (G)

∑
v∈NG(u)

p:=dNE(N(u))(v)∑
s=1

(
p

s

)
s · (s−1)!

m1(u)·(m2(u)−s)·...·(m2(u)−1)·m3(u)

= CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)

∑
v∈NG(u)

p!

p∑
s=1

(m2(u)− s− 1)!

(p− s)! · (m2(u)− 1)!
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= CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)

∑
v∈NG(u)

p!
(m2(u)− p− 1)!

(m2(u)− 1)!

p∑
s=1

(
m2(u)− s− 1

p− s

)
q:=p−s

= CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)

∑
v∈NG(u)

p!
(m2(u)− p− 1)!

(m2(u)− 1)!

p−1∑
q=0

(
m2(u) + (q − p)− 1

q

)

= CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)

∑
v∈NG(u)

p!
(m2(u)− p− 1)!

(m2(u)− 1)!

(
m2(u)− 1

p− 1

)
= CW (G) +

∑
u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)

∑
v∈NG(u)

p!
1

(m2(u)− p)(p− 1)!

= CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)

∑
v∈NG(u),

p:=dNE(N(u))(v)

p

(m2(u)− p)
.

Wenden wir die Jensen’sche Ungleichung (Lemma 1.2.1) mit der konvexen Funktion x 7→ x
m2(u)−x

für 0 ≤ x < m2(u) auf die zweite Summe der letzte Zeile an.

α(G) ≥ CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)
· dG(u)

∑
v∈NG(u)

1

dG(u)

dNE(N(u))(v)

(m2(u)− dNE(N(u))(v))

(J)

≥ CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)
· dG(u)

∑
v∈NG(u)

1
dG(u) dNE(N(u))(v)

m2(u)−
∑

v∈NG(u)

1
dG(u) dNE(N(u))(v)

= CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)

dG(u) · 2 |E(NE(N(u)))|
(dG(u) ·m2(u)− 2 |E(NE(N(u)))|)

≥ CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)

(dG(u))3

(ωG(u)−1) − (dG(u))2(
dG(u) ·m2(u)−

(
(dG(u))2

(ωG(u)−1) − dG(u)
))

= CW (G) +
∑

u∈V (G)

1

m1(u) ·m3(u)

(dG(u))2 − dG(u)(ωG(u)− 1)(
(m2(u) + 1)(ωG(u)− 1)− dG(u)

) .
Wir erhalten eine Schranke, in die (neben dem festen Wert k) nur dG(u) und ωG(u) eingehen,

so wie es auch in der Vermutung 1.1.3 der Fall ist.

Proposition 6.2.1

Es sei k = 0, 1, . . . beliebig und G = (V,E) ein lokal k-semiregulärer Graph. Dann gilt

α(G) ≥
∑

u∈V (G)

µ(v)

mit

µ(v) :=
1

dG(v) + 1

+
dG(u)(dG(u)− ωG(u) + 1)

(3dG(u) + 2k − 1)(dG(u) + k) ((2dG(u) + k + 1)(ωG(u)− 1)− dG(u))
.

(6.2)
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Es ist uns nicht möglich eine Graphenklasse anzugeben, für die diese Schranke die Vermu-

tung von E. Bertram und P. Horak bestätigt. Daher bezeichnen wir Proposition 6.2.1 nur als

”
Annäherung“ an die Vermutung.

Wir möchten als Abschluss zu diesem Abschnitt diese Annäherung illustrieren und stellen hierbei

fest, dass für alle nicht-isolierten Ecken u ∈ V (G) gilt

2 ≤ ωG(u) ≤ dG(u) + 1.

Betrachten wir die Extremalwerte für ωG(u). Wird der maximale Wert ωG(u) = dG(u) + 1 für

alle Ecken u ∈ V (G) angenommen, so ist G ein Graph bestehend aus unabhängigen Cliquen.

Sowohl µ(v) aus (6.2) als auch die Summanden von Vermutung 1.1.3 reduzieren sich zu 1
dG(v)+1 ,

denn schließlich ist α(G) = CW (G). Im zweiten Fall ωG(u) = 2 für alle u ∈ V (G) existieren im

Graphen G keine Dreiecke, woraus das Korollar 6.2.2 folgt. Es sei noch angemerkt, dass es für

3-kreis-freie Graphen bereits sehr gute untere Schranken [She91] gibt:

Korollar 6.2.2

Es sei k = 0, 1, . . . beliebig und G = (V,E) ein lokal k-semiregulärer und 3-kreis-freier Graph.

Dann gilt

α(G) ≥ CW (G) +
∑

u∈V (G)

dG(u)(dG(u)− 1)

(3dG(u) + 2k − 1) (dG(u) + k) (dG(u) + k + 1)
.

Wir nehmen zusätzlich noch an, dass G auch regulär ist, obwohl es für reguläre Graphen ebenfalls

sehr gute Resultate in der Literatur gibt, beispielsweise sei hier [Bro41] genannt. Das heißt wir

betrachten kurz den Fall k = 0 und erhalten für einen 3-kreis-freien, regulären Graphen G vom

Grad r:

α(G)

n
≥ 1

r + 1
+

r − 1

(3r − 1) (r + 1)
=

4r − 2

3r2 + 2r − 1
≈ 4

3r
.

Für die Schranke von Brooks gilt

α(G)

n
≥ 1

∆(G)
=

1

r

und die Vermutung 1.1.3 von E. Bertram und P. Horak ergibt

α(G)

n
≥ 2

r + 3
.

Somit ist diese Schranke für reguläre, 3-kreis-freie Graphen im Allgemeinen besser als das Re-

sultat von Brooks. Für einen Kreis mit gerader Anzahl Ecken (r = 2) erhalten wir hingegen

4r − 2

3r2 + 2r − 1
=

2

r + 3
=

2

5
.

Abschließend für dieses Kapitel stellen wir fest, dass unsere
”
Annäherung“ ein Beitrag zur Ver-

mutung von E. Bertram und P. Horak in dem Sinne ist, dass wir ein schwächeres Resultat
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beweisen können, welches (bei festem k) die gleichen Graphenparameter enthält. Nur in weni-

gen Fällen, wie eben bei Kreisen gesehen – und Kreise haben einen Maximalgrad kleiner als

4, das heißt sie werden schon durch [Bra+15] abgedeckt – kann durch dieses Ergebnis obige

Vermutung bestätigt werden.



7 Zusammenfassung

Ausgehend von der im Allgemeinen
”
schweren Berechenbarkeit“ der Unabhängigkeitszahl α(G)

ist es gerechtfertigt, sie mit unteren Schranken abzuschätzen. Die vielen Vorschläge für untere

Schranken in der Literatur zeigen, wie intensiv diese Thematik in den vergangenen 35 Jahren

untersucht wurde. Da wir den Schwerpunkt dieser Arbeit auf
”
Caro-Wei-ähnliche“ Schranken

gelegt haben, ist auch die in Theorem 1 formulierte, neue, allgemeine untere Schranke für die

Unabhängigkeitszahl eine dieser Art. Die oft aufwändige Berechnung, die der Leser bereits am

Beispiel eines Kreises nachvollziehen konnte, motivierte uns, einfachere und leicht berechenba-

re Schranken abzuleiten. Hierzu wurden die Mengen H(v) der sogenannten v-Graphen zu den

Ecken v ∈ V (G) eingeschränkt. Teilweise war es so möglich, die in unserer Schranke vorkom-

menden Summanden weiter zu vergrößern, wie Kapitel 5 ausführt. Neben der Anwendung der

neuen Schranke als Mittel zur Abschätzung der Unabhängigkeitszahl – verschiedene Vergleiche

bestätigten hierbei die guten Ergebnisse der Schranken – konnten die Resultate auch genutzt

werden, um eine Schranke für lokal k-semireguläre Graphen zu entwickeln. Ähnlich wie bei der

Vermutung von E. Bertram und P. Horak gehen hierzu für festes k nur die Größen dG(v) und

ωG(v) ein. Die erwähnte Vermutung ließ sich jedoch nicht mit den hier vorgestellten Mitteln,

auch nicht teilweise, beweisen.

Um die algorithmische Strategie im Beweis der neuen Schranke einschätzen zu können, suchten

wir nach vergleichbaren Resultaten in der Literatur, die ebenfalls dieses algorithmische Vorgehen

für den Beweis nutzen. Hierbei stießen wir auf die Schranke von S. M. Selkow, der wir uns in Ka-

pitel 4 zuwendeten. Wir konnten zeigen, dass der Beweis in der Originalarbeit von S. M. Selkow

falsch ist. Dort wird eine Abschätzung benutzt, die, wie in Lemma 4.1.2 gezeigt, beliebig falsch

werden kann. Selbst nach intensiven Literaturstudien bleibt offen, ob dieser Fehler in der Arbeit

von S. M. Selkow bereits entdeckt wurde, oder ob es mittlerweile einen Beweis gibt. Andererseits

ist es uns auch nicht gelungen, ein Gegenbeispiel zu konstruieren. Es bleibt folglich die Frage

offen, wie das Resultat von S. M. Selkow oder eine stärkere Variante bewiesen werden kann.
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