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Zusammenfassungen

Abstract

Let G = (V, E) be a simple, finite, undirected graph with vertex set V(G) and edge set E(G). An
independent set of GG is a subset I of vertices with no two of its members adjacent in G; a well-
studied combinatorial optimization problem is to find an independent set of maximal cardinality.
Due to the computational complexity of the depending decision problem it is justified to deal
with bounds on the independence number, primarily with lower bounds.

This Master’s Thesis introduces a new lower bound that can be seen as an improvement of the
classical lower bound on the independence number proofed independently by Caro and Wei.
Especially, deductions of the result are of interest, because they lead to simple and efficiently
computable bounds. Apart from comparisons with other classical lower bounds of O. Murphy
und S. M. Selkow, the result is used to deduce a bound that comes close to a conjecture of
E. Bertram und P. Horak.

Zusammenfassung

Gegeben sei ein einfacher, endlicher, ungerichteter Graph G = (V, E') mit Eckenmenge V (G) und
Kantenmenge E(G). Eine unabhéngige Menge in G ist eine Teilmenge der Eckenmenge V(G),
in der je zwei Ecken nicht adjazent in G sind. Ein oft untersuchtes kombinatorisches Optimie-
rungsproblem ist die Frage nach einer unabhéngigen Menge maximaler Kardinalitdt. Aufgrund
der schweren Berechenbarkeit des dazugehorigen Entscheidungsproblems ist es gerechtfertigt,
sich mit Schranken, iiberwiegend unteren Schranken, zu beschéftigen.

Der Beitrag dieser Masterarbeit ist eine neue untere Schranke, die als Verbesserung der bekann-
ten Caro-Wei-Schranke aufgefasst werden kann. Hierbei sind insbesondere Spezialisierungen von
Interesse, die zu einfachen und leicht berechenbaren Schranken fithren. Neben Vergleichen mit
klassischen unteren Schranken von O. Murphy und S. M. Selkow wird das Resultat genutzt, um
eine Schranke zu entwickeln, die einer Vermutung von E. Bertram und P. Horak nahe kommt.
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1 Einfiihrung

Das graphentheoretische Unabhdngigkeitsproblem ist eines der bekanntesten und am meist un-
tersuchten Probleme der kombinatorischen Optimierung. Hierzu gehen wir von einem einfachen,
endlichen und ungerichteten Graph G = (V, E) mit Eckenmenge V = V(G) und Kantenmenge
E = E(G) aus.

Eine Teilmenge I C V(G) der Eckenmenge nennen wir unabhingig, wenn je zwei Ecken aus [
nicht adjazent, das heifit nicht benachbart, sind. Die maximale M#chtigkeit einer solchen Menge
bezeichnen wir mit der Unabhdngigkeitszahl a(G). Als einer der fundamentalen Parameter der
Graphentheorie wurde die Unabh#ngigkeitszahl im Laufe der letzten Jahrzehnte hiufig unter-
sucht und ist Teil vieler wichtiger Anwendungen | ; ].

Wir betrachten das zu «(G) gehérige Entscheidungsproblem MAXIMUM INDEPENDENT SET
[ |, welches besagt, dass zu gegebenem Graphen G und natiirlicher Zahl k entschieden wer-
den soll, ob es in G eine unabhéngige Menge mit mindestens der Grofle k gibt. Dies war eines

der ersten bekannten NP-vollsténdigen Probleme | ]; was bedeutet, dass es keine effizienten
exakten Losungsalgorithmen fiir dieses Problem unter der Voraussetzung P # NP geben kann.
Zusitzlich ist hier keine Ausfiihrungsgarantie gegeben | ; ]; das heifit es gibt keinen

Algorithmus, der zu beliebigem Graphen eine unabhingige Menge der Grofie ¢ - a(G) fir gege-
benes ¢ > 0 in polynomialer Zeit unter der Voraussetzung P # NP findet. Fiir weiterfithrende
Aspekte der NP-Problematik sei auf das Grundlagenwerk von M. R. Garey und D. S. Johnson
[ | verwiesen.

In Anbetracht dieser ,schweren Berechenbarkeit“ ist es gerechtfertigt sich mit Schranken, iiber-
wiegend unteren Schranken, zu beschéftigen. Viele bekannte Resultate dieser Art lassen sich
in entsprechender Literatur finden; es sei besonders auf die grofie Sammlung durch C. Larson
und P. Gaskill [LG] verwiesen. In dieser Masterarbeit soll zunéchst eine Schranke hergeleitet
werden, in die als Information die gesamte Struktur des Graphen eingeht. Die Berechnung einer
solchen Schranke wird entsprechend ,langwierig® sein, das heiffit im Allgemeinen nicht in poly-
nomialer Zeit durchfithrbar, woraus sich sofort die Frage ergibt, ob man ihre Berechnung nicht
durch die exakte Bestimmung von a(G) und der maximum unabhéngigen Menge von G ersetzt.
Diese Schranke wird aber der Ausgangspunkt zur Entwicklung einfacher, effizient berechenbarer
Schranken und weiterer Resultate sein.

1.1 Ubersicht zu Caro-Wei-idhnlichen Schranken

Es gibt diverse untere Schranken fiir die Unabhéngigkeitszahl, die sich mit verschiedensten Infor-
mationen iiber den Graphen ermitteln lassen. In dieser Arbeit betrachten wir jedoch nur solche,
die sich aus der Nachbarschaftsstruktur des Graphen berechnen lassen. Im Folgenden werden
einige bekannte untere Schranken aufgelistet; hierbei wird versucht, diese anhand der zu ihrer
Berechnung benoétigten Informationen intuitiv einzuteilen.
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Es sei lediglich erwihnt, dass es eine Vielzahl anderer unterer Schranken fiir a(G) gibt. Bei-
spielsweise lassen sich mit der Farbungszahl x(G) eines Graphen G und der leicht zu sehenden
Abschitzung a(G) > IV(G)l/x(G) einige Schranken herleiten. Ein bekanntes Resultat besagt, dass
X(G) < A(G) mit A(G) dem Maximalgrad von G ist und damit a(G) > V(&)l/a(G) fir Gra-
phen gilt, die weder vollstéindig noch ein Kreis sind [ |, oder auch dass die Abschitzung
a(G) > V(G /x.x (@) gilt | |, wobei Amax(G) den grofiten Eigenwert der zu G gehorenden
Adjazenzmatrix bezeichnet.

An dieser Stelle seien zuerst kurz einige Begriffe erklirt. Zu einer Ecke v € V(@) ist die Nachbar-
schaft Ng(v) die Menge aller Ecken uw € V(G) mit uv € E(G). Die Anzahl der Nachbarn ist der
Grad dg(v) := |Ng(v)|, der kleinste Wert ist der Minimalgrad §(G) := min{dg(v) | v € V(G)}.
Mit Ng[v] := Ng(v) U{v} bezeichnen wir die abgeschlossene Nachbarschaft und zu einer Teil-
menge C' C V(G) ist der durch die Ecken aus C induzierte Untergraph H := G[C] der Graph
mit Eckenmenge V' (H) = C und Kantenmenge E(H) = {uv | u,v € C,uv € E(G)}. Eine Clique
ist ein vollstdndiger Untergraph.

Unter den Ersten, die sich ausgiebig mit der Unabhéingigkeitszahl beschéftigten, waren es Y. Caro
[ ] und V. K. Wei | |, die unabhéngig voneinander die klassische, heute als Caro- Wei-
Schranke bekannte, untere Schranke fiir die Unabhéngigkeitszahl entwickelten, die sich nur aus
den Graden dg(v) der Ecken v € V(G) berechnen lésst.

Proposition 1.1.1 (Y. Caro, V. K. Wei)
Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt

a(G) > CW(G), (1.1)

wobei CW (G) die Caro-Wei-Schranke bezeichnet,

1
da(v) + 1

CW(G):= ) _

veV(Q)

Ist G = K, der vollstdndige Graph mit n Ecken, so ist die Caro-Wei-Schranke scharf. Gleiches
gilt fiir einen Graphen bestehend aus unabhéingigen Cliquen. Wir zeigen hier kurz, dass auch
die Umkehrung gilt. Sei G = (V, E) ein beliebiger zusammenhéngender Graph, fiir den in (1.1)
Gleichheit gilt. Es sei v € V(G) eine Ecke mit minimalem Grad, das heifit dg(v) = 6(G), und sei
H = G[V(G) \ Ng[v]] der induzierte Untergraph ohne die abgeschlossene Nachbarschaft N¢g[v]
von v.

Dann gilt

wev () weNg[1]
1 1
> > + 2
ueV (H) G(u) +1 wENg[v] G(w) +1
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Somit gilt in dieser Ungleichungskette iiberall Gleichheit und folglich ist dy(u) = dg(u) fir alle
u € V(H). Die Ecken von Ng[v] sind nicht mit den Ecken in H adjazent, sie bilden also eine
Komponente von G; wegen des Zusammenhangs von G ist H = () der leere Graph. Da auflerdem
dg(w) = 6(G) fiir alle w € Ng[v] gilt, ist G = Ks(gy41 ein vollstindiger Graph mit 6(G) + 1
Ecken gewesen und die Umkehrung gezeigt.

Die Caro-Wei-Schranke CW (G) ist folglich genau dann scharf, wenn G ein Graph bestehend aus
unabhéngigen Cliquen ist. In allen anderen Fillen ist die Schranke nicht scharf und kann somit
verbessert werden. Im Folgenden werden einige Verbesserungen der Caro-Wei-Schranke aufge-
listet; fiir deren Beweise sei auf die entsprechenden Literaturstellen verwiesen. In Kapitel 2 wird
eine neue Schranke vorgestellt; auch diese kann als eine Verbesserung der Caro-Wei-Schranke
aufgefasst werden.

Eine der ersten Verbesserung von CW(G) zeigte O. Murphy | ] im Jahr 1991.

Proposition 1.1.2 (O. Murphy)

Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph. Dann gilt

CW(G) -1

a(G) 2 CW(G) + 3 77

(1.2)

Hierbei bezeichnet A = A(G) den Mazimalgrad von G.

Die beiden erwihnten Schranken (Proposition 1.1.1 und 1.1.2) beziehen ihre Informationen zu
jeder Ecke v € V(G) nur aus dem Grad dg(v). Schranken, die sich nur aus den Graden der
Ecken berechnen lassen, teilen wir in eine erste Kategorie ein. Mit wg(v) sei die Anzahl der
Ecken der grofiten Clique bezeichnet, die v enthilt. Lésst man neben dg(v) auch wg(v) als einen
zu betrachtenden Eckenparameter zu, so zéhlt auch die folgende Vermutung von E. Bertram
und P. Horak | | in die erste Kategorie.

Vermutung 1.1.3 (E. Bertram, P. Horak)
Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt

2
o(G) Zve%(:G) dg(v) + wg(v) + 1

Diese Vermutung wurde von C. Brause, B. Randerath, D. Rautenbach und I. Schiermeyer fiir
perfekte Graphen und Graphen mit Maximalgrad 4 bewiesen | |, im Allgemeinen ist sie
jedoch offen. In Kapitel 6 werden wir auf diese Vermutung genauer eingehen.

Nehmen wir in unsere Schranken neben dg(v) = |Ng(v)| als weitere Information auch noch die
Menge N¢(v) selbst hinzu, erhalten wir eine zweite Kategorie. Als dritte und letzte Kategorie
seien alle Schranken bezeichnet, die dariiber hinaus noch weitere Eigenschaften des Graphen
verwenden. Ein Beispiel einer Schranke der zweiten Kategorie ist die folgende von S. M. Selkow
aus dem Jahr 1994 | ]
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Proposition 1.1.4 (S. M. Selkow)
Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt

N R S (PR G <O
(G) > Ue%(:G) dg(v) +1 (1 + {dG(U) +1 ue%cj(v

1
)dc(u)+1’0}> . (13)

Diese Schranke werden wir in Kapitel 4 genauer untersuchen.

Die folgende Schranke von E. Angel, R. Campigotto und C. Laforest | ] ist ein Beispiel fiir
die dritte Kategorie. Zu ihrer Berechnung werden die gemeinsamen Nachbarschaften der Ecken
hinzugenommen. Von einer Ecke v € V(@) ausgehend betrachten wir neben der Menge Ng(v)
auferdem auch die Nachbarschaft Ng(w) der Nachbarecken w € Ng(v), das heiit Ecken mit
Abstand 2 zur Ecke v.

Proposition 1.1.5 (E. Angel, R. Campigotto, C. Laforest)

Sei G = (V, E) ein zusammenhdngender und nicht vollstandiger Graph. Dann gilt

v

a(G) > CW(G) + WG =1

wobei

v delv) !
D I v ey D DR v

veV(Q) weE(G)
d(u,v)
+ iUZE:(G) (de(u) + 1) (da(v) + 1)(2 + dg(u) + da(v) — d(u,v))

und d(u,v) := |[Ng(u) N Ng(v)| die Anzahl gemeinsamer Nachbarn ist.

Oft ist es von Interesse, untere Schranken fiir die Unabhéngigkeitszahl zu entwickeln, die wenige
und fundamentale Parameter der Graphen wie seine Eckenzahl n := |V (G)| und Kantenzahl
m := |F(G)| beinhalten. Die Jensen’sche Ungleichung bietet solch eine Méglichkeit, die Schran-
ken aus Abschnitt 1.1 in jene dieser Art weiterzuentwickeln.
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1.2 Die Jensen’sche Ungleichung
Wir formulieren die Jensen’sche Ungleichung fiir konvexe Funktionen.

Lemma 1.2.1 (Jensen’sche Ungleichung)

Sei f : D C R — R eine beliebige konvexe Funktion auf D, n € N,x; € D, X\; > 0 fiir
i=1,...,nund )y N\ =1

Dann gilt

f (Z&%) < Z)\z’f(wi)- (J)

=1

Wenden wir die Jensen’sche Ungleichung auf die Caro-Wei-Schranke mit der konvexen Funktion

T > I—H an, so erhalten wir

a(G) = CW(G) = > W—n > ndG

veV(Q) veV (G
< 1 n (1.4)
>n- = .
(2 ldow)+1 d@+1
veV(G)

Hierbei ist n := |V(G)| die Ordnung des Graphen und
Ly g _218(0)
n
vEV

der Durchschnittsgrad von G. Dies kann bereits in | | gefunden werden.

Eine andere Schranke erhélt man mit der Jensen’schen Ungleichung angewendet auf ein Resultat
von J. Harant und D. Rautenbach | ]-

Lemma 1.2.2

Fiir einen Graphen G = (V, E) mit k Komponenten existiert eine positive Zahl k € N und eine
Funktion f : V(G) — Ny mit nicht-negativen ganzzahligen Werten, die f < dg erfillt.

Es gilt

ELEP I SETErD

und

Der Wert k ist im Allgemeinen nicht bekannt, mit der Jensen’schen Ungleichung lisst sich
allerdings eine quadratische Gleichung fiir £ und damit eine Schranke fiir a(G) ermitteln. Fiir
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einen zusammenhéngenden Graph G mit n Ecken und der konvexen Funktion z — % gilt

1 ) 1 1

k 1
n zye%(:e) nda(o) +1— f(0) = %G) 7 (da(v) +1= f(v)) - A(G) +1 -2
ve

Umgestellt nach &,

E\? 1 2\ k 1
2y -z 1+42). 2 4+2<
(n) 2<d(G)+ +n) Eyi<o

ergibt sich aus der quadratischen Ungleichung:

>5(d(G)+1+fb)—\/}L(d(G)JrlanL)Q—Q_
- 2 -

3|

2
(d(G)+1+%)+\/(d(G)+1+%)2—8
Verwendet man noch a(G) > k, so ergibt sich:

a(G) >

2n
(d(G)+1+%)+\/(d(G)+1+%)2—8.

Schreibt man d(GTS 1 3 g +1)2f( q@)TT) SO ist fiir grofie n die Verbesserung von (1.4) durch
2n S n
(d@) +1+2) +/(dG) +1+2) =g AT

leicht zu sehen.

1.3 Notation und Struktur der Arbeit

Im Folgenden wird kurz die verwendete Notation vorgestellt. Kapitel 2 stellt dann als ein wich-
tiges Resultat dieser Arbeit eine neue untere Schranke fiir die Unabhéingigkeitszahl a(G) vor,
die anhand ausgewahlter Beispiele veranschaulicht wird. Davon ausgehend lassen sich einfachere
Schranken herleiten, die allesamt Verbesserungen der Caro-Wei-Schranke (1.1) darstellen und
hinsichtlich anderer hier vorgestellter Schranken bewertet werden.

In Kapitel 3 wird der Beweis des neuen Resultats gefiihrt, der iiber einen algorithmischen Zugang
gehen wird. Auf Grundlage des gleichen Algorithmus entwickelte S. M. Selkow die Schranke aus
Proposition 1.1.4, weshalb wir in Kapitel 4 genauer auf sein Resultat eingegangen mochten.

Die weiteren Kapitel zeigen Moglichkeiten auf, wie das neue Resultat unter gewissen Vorausset-
zungen zu verbessern wire, und wie dies als moglicher Zugang zu Vermutung 1.1.3 von E. Bert-
ram und P. Horak verwendet werden kann.

Wir nutzen die Standardnotation und -terminologie der Graphentheorie. Hierzu sei auf Standard-
literatur der Graphentheorie, beispielsweise R. Diestels ,, Graphentheorie® | ], verwiesen. Fiir
diese Arbeit wichtige Definitionen werden dennoch kurz angegeben.
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Wir betrachten einen einfachen, endlichen, ungerichteten Graphen G = (V, E) mit Eckenmenge
V = V(G) und Kantenmenge E = E(G). Fiir eine Ecke v € V(G) und eine positive Zahl
q¢ € N bezeichnen wir N, g(v) := {u € V(G) | dist(u,v) = ¢} als die g-te Nachbarschaft
von v, wobei mit dist(u,v) die Anzahl der Kanten eines kiirzesten Weges von u nach v in G
bezeichnet wird. Fiir die direkte Nachbarschaft in G schreiben wir kurz Ng(v) statt N1 g(v) und
mit Ng[v] := Ng(v)U{v} benennen wir die abgeschlossene Nachbarschaft von v. Der Grad einer
Ecke ist dg(i) :== |Ng(i)|, mit 6(G) und A(G) bezeichnen wir Minimal- und Mazimalgrad des
Graphen G. Die Unabhingigkeitszahl eines Graphen sei mit «(G) beschrieben. Ein Graph, dessen
Eckenmenge sich in zwei unabhéngige Mengen partitionieren lasst, nennen wir einen bipartiten
Graphen.

Mit P(A) bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A. Fiir ein weiteres Ereignis B
ist P(A | B) die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung, dass das Ereignis B eingetreten
ist. Der Erwartungswert einer Zufallsgrofie X wird mit E(X) beschrieben.



2 Eine neue untere Schranke fiir die
Unabhingigkeitszahl

Nach grundlegenden Vorbereitungen wird in diesem Kapitel — als eines der zentralen Resultate
dieser Arbeit — eine neue, allgemeine Schranke fiir die Unabhéingigkeitszahl «(G) vorgestellt.
Zwei Beispiele erliutern ihre Berechnung, bevor kritische Uberlegungen die Forderung nach
einfacheren, aus dem allgemeinen Resultat abgeleiteten Schranken motiviert. Ein Beweis wird
im darauffolgenden Kapitel 3 gefiihrt.

2.1 Formulierung des Resultats

Die hier vorgestellte Schranke ist wie die Caro-Wei-Schranke aus Proposition 1.1.1 eine Summa-
tion iiber die Eckenmenge V' (G), wobei sich herausstellen wird, dass die einzelnen Summanden
gerade aus m wie in CW(G) und einem weiteren, nicht-negativen Teil bestehen. Wir er-
halten somit eine Verbesserung der Caro-Wei-Schranke. Da fiir die Berechnung die Struktur
des ganzen Graphen genutzt wird, gehort sie zur letzten Kategorie der Einteilung aus Kapi-
tel 1. Die benotigten Informationen zum Bestimmen der Summanden erhalten wir aus speziellen
Untergraphen, die nun definiert werden.

Definition 1

Zuv € V(Q) sei H ein sogenannter v-Graph, falls er folgende FEigenschaften erfiillt:

a) H ist ein induzierter zusammenhdingender Untergraph von G mit v € V(H).

b) Es existiert eine gerade, nicht-negative ganze Zahl p = p(H), so dass Np g(v) # 0 und
Np—i—l,H(v) == @

¢) Fir alle ungeraden Zahlen q € {1,...,p—1} dominiert die Menge Nyi1 1 (v) die Ecken aus
Ny (v); das heifit, dass zu jeder Ecke u € Ny p(v) eine benachbarte Ecke w € Nyy1,15(v)
existiert.

d) Fiir alle geraden Zahlen q € {2,...,p} und je zwei a,b € Ny g (v) mit ab € E(G),
gilt Ng(a) N Ng—1,5(v) = Ng(b) N Ny—1,m(v).

Mit H(v) bezeichnen wir die Menge aller v-Graphen H zu v € V(G).

Es ist zu bemerken, dass Eigenschaft d) trivialerweise erfiillt ist, wenn die Menge N, g (v) un-
abhéngig ist. Befinden sich zwischen den Mengen N, g (v) und Ngyq,z(v) alle moglichen Kanten,
so sind die Bedingungen c) und d) erfiillt. Diese beiden Situationen werden im Laufe dieser Ar-
beit 6fters vorkommen.



2 FEine neue untere Schranke fiir die Unabhéngigkeitszahl 9

Zu v € V(G) sei ein v-Graph H mit den Mengen N, y(v) fiir ¢ = 0,...,p(H) gegeben. Eine
bijektive Abbildung von {1, ..., |Ng g (v)|} in die Menge N, i (v) fiir ein ¢ nennen wir Anordnung,
die Menge aller solcher Abbildungen bezeichnen wir mit II(q, H). Ein © € Il(q, H) liefert ein
geordnetes Tupel der Elemente aus Ny g (v), welches wir mit [Ny g (v)]r bezeichnen.

Sind zwei geordnete Tupel [M] und [M’] gegeben, konnen wir diese ,aneinanderreihen®, wo-
durch ein geordnetes Tupel mit den Elementen aus M U M’ entsteht, welches wir mit [M U M|
bezeichnen. Beispielsweise ist fiir [M] = (a,b) und [M'] = (¢,d) die ,,Aneinanderreihung® das
geordnete Tupel [M U M'] = (a,b,c,d).

Seien also (7, ..., m,) € (0, H) x- - - xII(p, H) Anordnungen fiir den v-Graphen H gegeben und
reihen wir [Ny, 7 (v)]x,, [Np—1,8(V)]7,_1s- - [N1,7(V)]x, und [No g (v)]r, aneinander, so erhalten
wir ein Tupel [N, g (v)UNp—1 g (v)U- - -UNy g (v)UNo g (v)] =: (u1,ug, ..., U, ), dessen Elemente
wir geordnet mit wuy,ug, ..., uy,, bezeichnen.

Wir kénnen jetzt die neue Schranke formulieren:

Theorem 1

Zu v € V(Q) sei ein v-Graph H mit den Mengen Ny g(v) fir ¢g=20,...,p(H) und die Anord-
nungen (o, ..., mp) € (0, H) x --- x I(p, H) gegeben. Die Ecken von H werden entsprechend
(70, ..., Tp) Mit ui,ug, ..., uy, benannt.

Hierauf definieren wir Zahlen
al(ﬂ-0> s 77rp) = ‘NG[V(H)” = |NG[{U17 s 7uTlH}]|7
as(mo, ..., mp) == |Ng[{ts, ..., wny H \ {11, ..., us—1}|
fiirs=2,...,ap,.
Dann ist

NEED YD 3 1 (%)

a\mo,y ..., T coeot Q@ TQy vy T
VEV(G) HEH() (oy...mp)ETI(0,H) XX T1(p, H) 1( 0, ’ p) TLH( 0, ) P)

Bemerkung

Betrachten wir zu einer Ecke v € V(G) den v-Graphen H mit p(H) = 0. Dann ist H = ({v},0)
und fiir die Faktoren (<) verbleibt nur a1 = |[Ng[V (H)]| = |Ng[v]| = dg(v) + 1. Wir erhalten
1

also den Summanden TGV fiir (¥ ); das ist der Summand der Caro-Wei-Schranke.

Sei hingegen ein v-Graph H mit p(H) # 0 gegeben. Dann sind alle Faktoren aus (<) positiv
und somit auch der Summand in (% ). Damit stellen wir fest, dass Theorem 1 eine Verbesserung
von CW(G) in Proposition 1.1.1 ist. Da p(H) gerade ist, muss p(H) > 2 gelten. Es gibt dann
zu v eine Ecke aus der gleichen Komponente, die nicht mit v adjazent ist.

Solche v-Graphen mit p(H) # 0 existieren also immer dann, wenn es eine nichtleere zweite
Nachbarschaft gibt. Besteht der Graph aus einer disjunkten Vereinigung von Cliquen, so ist die
zweite Nachbarschaft jeder Ecke leer. Es gibt somit keine v-Graphen mit p(H) # 0. In diesem
Fall ist unsere Schranke (%) gleich der Caro-Wei-Schranke (1.1), welche schlielich auch nicht
verbessert werden konnte.

Um den Leser an das Theorem heranzufithren, werden wir es im Folgenden auf zwei kleine
Beispiele anwenden.
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2.2 Beispiele

Es hat sich gezeigt, dass die Untersuchung eines Sterns und eines Kreises sehr gut geeignet sind,
um die Berechnung der Schranke exemplarisch aufzuzeigen.

2.2.1 Stern

Zu einer natiirlichen Zahl k > 2 sei G = K, der Graph eines Sterns mit k£ Zacken. Hierbei
bezeichnen wir den ,,Mittelpunkt® mit z, das ist die Ecke vom Grad k.

Es ist leicht zu sehen, dass a(K7 ;) = k. Die Caro-Wei-Schranke ist k - 5 + k%rl

Wir méchten Theorem 1 anwenden, um dem Leser einen ersten Eindruck der Verwendung des
Resultats und eine Anleitung zur Berechnung von (%) zu ermdoglichen. Wir miissen dazu

T(v,H) := > !

a1\ T vl T cL..tQ T e T
(70,0.s7p) ETL(0,H) x - X T1(p, H) 170, - - p) nir (705 -+ 7p)

fiir alle H € H(v) bestimmen.

Dazu sei zuerst v = z der Mittelpunkt. Seine zweite Nachbarschaft ist leer, die Menge H(z)
besteht nur aus dem Punktgraphen ({z},0) und T'(z,H) = %‘H’ das ist der Summand der
Caro-Wei-Schranke.

Sei nun v € V(K1) \ {#} und H € H(v) ein v-Graph mit p(H) # 0. Dann ist p(H) = 2 und es
gilt No g (v) = {v}, N1, g(v) = {2z} und Ny g(v) C V(K1) \ {v, 2}, No.z(v) # 0. Der v-Graph
H (beispielsweise in der Abbildung in rot dargestellt) hingt damit nur noch von Ny f(v) ab,
wir schreiben daher kurz mpy = |[No g(v)|. Aufgrund der Symmetrie des Graphen Ky ist der
Summand 7'(v, H) von w2 € II(2, H) unabhéngig, diese Menge enthélt mp! Elemente.
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Damit ergibt sich fiir ()

a(Ky, )k—1|—+ Z 7+Zm'a1a2 1

“Qm
veV (K1 ,)\{z} HeMH(v) "
p(H)=2

.az.av

Fiir die Berechnung der Faktoren aq,ag, ...amy, a6z, 6, in (&) aus Theorem 1 gelten folgende
Gleichungen:

a1 = [Ng, , [V(H)]| = [V(Ki ) =k + 1,
az = | Nk, [V(H) \ {u1}] \ {u1}| = [V (K1) \ {ur }| = &,

Amy = ‘NKl,k[{vv'ZﬂumHH \ {u17 . '7umH_1}‘ = ’V(Kl,k) \ {u17 s 7umH_1}| =k+2—mg,
az = [Nk [{v, 21\ No,ur (v)| = V(K1 8) \ {ut, .o ump Y = b+ 1 —map,
ay = |Nre, , [ {o}] \ (No,m (v) U{z})] = {v}] = 1.

Statt H € H(v) mit p(H) = 2 zu wihlen, reicht es also my € {1,2,...,k—1} zu betrachten. Die
Summe iiber H reduziert sich zum Faktor (’;;j) aufgrund der Moglichkeiten die Menge Na f(v)
zu wihlen. Es folgt als Abschitzung

1 1 2 ko 1
oKrg) 2 g+ 3 (é+-%;(nm>'mm'%+&ykm“-%+1—nmy1>

veV (K1,k)\{z} mp=1
k—1
1 1 (k—1)! (k —mpy)!
k-—+k- . RS S cPA
“rritha T §:7mﬂ(k—1—mm!nm (k+1)!
k—
1 1 k — mH
k41 2 E:
el
1 k—l-k—&@ﬂl
——7+k~1+( ) 2
k+1 2 kE+1
ko kk—1
> P 2t oSk
R Y

und somit gilt a(K ) > k, denn a(G) muss ganzzahlig sein.
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2.2.2 Kreis

Im Weiteren betrachten wir den Kreis Co, &k € N mit gerader Eckenanzahl und werden bereits
hier sehen, dass die Berechnung der Schranke (%) schon wesentlich langwieriger sein wird.

(%

Sei n eine gerade natiirliche Zahl und G = C), der Kreis mit n Ecken. Wir wihlen eine beliebige
Ecke v € V(Cy,). Es ist leicht zu sehen, dass ein v-Graph H € H(v) aus einem Weg besteht, so
dass von v ausgehend betrachtet, A weitere Ecken in linker Richtung folgen und sich B Ecken auf
der rechten Seite befinden. Hierbei ist A, B € {0,2,4,... }, damit Eigenschaft b) von Definition 1
erfillt ist. Somit hingt H € H(v) nur von v, A, B ab; wir schreiben daher H(v, A, B).

Wir mochten Theorem 1 verwenden, um eine Abschétzung fiir die Unabhéngigkeitszahl a(C),)
zu bekommen. Offensichtlich ist a(C),) = n/2 und die Caro-Wei-Schranke CW (C,,) = n/3. Bei
dem Beispiel mit dem Stern konnten wir feststellen, dass die Schranke den tatséchlichen Wert
a(@G) getroffen hat. Wir wollen sehen, ob dies auch in diesem Beispiel der Fall ist.

Erneut soll

T(H(v, A, B)) = 3 !

A1 \TQy e ey Tp) . Q@ TQy v,y T
(o) €100 11 ir) @ (7072 7P) (102 p)

fir alle H (v, A, B) € H(v), abhéngig von A und B, bestimmt werden.

e Zu Beginn sei A = B = 0. Dann ist p(H(v,0,0)) = 0 und wir erhalten den Summanden
der Caro-Wei-Schranke

T(H(v,0,0)) = dc(i)+1 _ %

e Sei jetzt nur noch B = 0, dann enthalten die Mengen N r(,,4,0)(v) genau ein Element
und damit auch die Mengen II(q, H (v, A,0)) fir ¢ =1,..., A. Es folgt
1

T(H(/U7A’ 0)) - ay-ag - ...- arA—i-l

mit a; = |N¢, [V(H (v, 4,0))]| und as = |Ng, [{us, ..., uat1}] \ {ui, ..., us—1}|, vergleiche
hierfiir (<) in Theorem 1. Die folgende Abbildung soll uns unterstiitzen, die Faktoren
ai,...,as4+1 zu bestimmen. Die Ecken V(H (v, A,0)) sind hierbei schwarz eingefrbt.
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Al
./.——.- ......... o @ ® O
v
. aa as a9 a
B O
a(A+1)

Die griinen Pfeile sollen verdeutlichen, welche Ecken fiir die Bestimmung der Faktoren
as fir s = 1,..., A+ 1 zu zdhlen sind. Der Leser vergleiche dies mit der Definition der
Faktoren (<). Falls A = n — 2 ist, dann entsprechen die beiden weilen Ecken in der
Zeichnung der gleichen Ecke und diirfen nur einmal gezahlt werden. Es gilt somit

a; = min{A + 3,n},

as = A+ 1,
as = A,
as =3,
ap+1 = 2
und folglich
1
T(H(v,A,0)) =

min{A +3,n}- (A4 1)

e Der Fall A =0 und B # 0 wird analog betrachtet.

e Fiir den letzten Fall mit A und B ungleich Null nehmen wir an, dass A > B ist. Die

Mengen Ny g (v) fiir ¢ = B+1,..., A enthalten, sofern sie vorhanden sind, nur eine Ecke.
Damit ist

T(H(v,A, B))

_ 3 3 — ,

aAq\T1y..., T RN T1ye..y T
(et )ET( ) s sIT(B—1H) ety DT TB) narmr (Tl T5)

mit a; = |Ng, [V(H (v, A, B))]| und as = |Ng, [{us, -, uarp+1}] \ {u1, ..., us—1}]-

Dazu werden wir den Graphen H (v, A, B), wie in den folgenden Schritten dargestellt,
reduzieren, um die Grofle der Faktoren aj,ag,...,a4+p+1 aus (<) zu bestimmen.

— Sei zunéchst A > B. Wir starten mit der Berechnung von as, as, . .., a1 (4_p) fiir die
Mengen N, f(v), die genau eine Ecke enthalten.



2 FEine neue untere Schranke fiir die Unabhéngigkeitszahl 14

A(14-(A-B)) as a2 ay

Ecken, die in der Abbildung iibereinander abgebildet sind, befinden sich in derselben
Menge N, g (v) fiir ein geeignetes g. Wiederum sind die Ecken aus V(H) schwarz
eingefirbt. Falls A + B = n — 2, so entsprechen sich wieder die weiflen Ecken. Die
griinen Pfeile verdeutlichen erneut, welche Ecken fiir welchen Faktor zu zdhlen sind.
Es folgt

a1 = min{A + B + 3,n},
a2:A+B+1,
a3:A+B,

a1+(A—B) =2B + 2.

— Bevor wir die verbleibenden Ecken des Graphen H (v, A, B) in der folgenden Abbil-

dung betrachten, stellen wir fest, dass die Berechnung von a4(71,...,7p) nicht von
den Anordnungen 71,...,7g_1 abhingt, das heif3t
1
T(H(v,A,B)) =28-1. .

Die Berechnung des néichsten Faktors ayi(4_p) hingt von 7p € II(B, H) ab. Die
folgende Abbildung verdeutlicht dies:

a(3+(A-B)) a(2+(A-B))
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Es gilt
ag4(A-B) = 2B oder 2B +1,
asy(a-p) = 2B — 1,
a4y (A-B) = 2B =2,
AA+B = 27
apa+p+1 =1
und somit

_ oB-1 2B 2B+1
T(H(’U, A’ B)) =2 ’ (min{A+B+3,n}-(A+B+1)! + min{A+B+3,n}~(A+B+l)!> .

— Der Fall B > A wird wieder analog behandelt und fiir den Spezialfall A = B ergibt
sich
1
min{A+B+3,n}-(A+B+1)-(A+B-1)I

T(H(v,A,B=A)) =28

Um nun die Unabhéngigkeitszahl a(C),) fiir einen Kreis abzuschétzen, bestimmen wir (%) und

fassen zusammen.

al(Cp) >n- (3

2

+ .
Ae{z,;n_2} min{A +3,n} - (A +1)!

(2.1)

1
+y 2
. . o |
Ac{2,4,..2-1} min{24 + 3,n} - (24 +1)- (24 - 1)!

4B +1
+ 2B . — .
A€{2;n—4} Be{2 42—,4—2} min{d + B +3,n} - (A+ B+ 1)!>

Diese Ungleichung (2.1) erscheint wenig transparent und ist somit schwer zu deuten. Deswegen
mochten wir zunéchst fiir den Kreis Cg mit sechs Ecken die Formel berechnen.

1
2
+ ). =
P min{A + 3,6} - (A+1)!
1
A .
+ Aez{;} 2 min{2A4 + 3,6} - (2A+1)- (24 -1)!

4B +1
28 .
' Ag{;} Bg{:z} min{A+B+3=6}-(A+B+1)!>
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1 2 2 1 9
N 4. 4.
<3+5~3!+6-5!+ 653 1 6~5!)

el it 1t 11
N 3 15 360 45 20
57 6

= — =2 > - = .
50 785_3 CW (Cs)

Also muss a(Cs) > 3 gelten und in diesem Fall entspricht die Schranke dem tatséchlichen Wert
(1(06) = 3.

Berechnet man Formel (2.1) fiir den Graphen G = C1g, so erhiilt man das Ergebnis 4,71. Dieser
Wert ist besser als 10 - 2/s = 4, welches sich aus der Vermutung 1.1.3 von E. Bertram und

P. Horak ergibt. Fiir Kreise ist die Vermutung bewiesen, denn der Maximalgrad dieser Graphen
ist 2.

Betrachten wir das Resultat allgemein fiir Kreise C), mit geradem n und lassen nun n — oo
gehen. Es gilt @(Cn)/n = 0,5. Wir versuchen durch verschiedene Abschitzungen den Grenzwert
der Schranke (2.1) zu bestimmen, welcher idealerweise méglichst nahe der 0,5 sein sollte.

2
+ Z M
- l
A€{24,...n—2} min{A4 +3,n}- (A +1)!

1
+ > 2t —
. . _ |
A€{24,...2-1} m1n{2A+3,n} <2A+1) (24 1).

4B + 1
- 28 . —
CY Y )

v
N
W

2
D>
- I
ey AT3) A+ D)

24.24
+ Z
: |
Acppimn oy 2A+3)-A+1)

C:=A+B 2B . (4B +1)
> 2 (C+3).(C+1)1>

Ce{4,6,...n—2} Be{24,..,C—2}




2 FEine neue untere Schranke fiir die Unabhéngigkeitszahl 17

2
—3 + 2cosh(1) — 2sinh(1)

+ %(5\/56)@(\@) — 2v/25in(v2) — 6exp(v/2)
+12cos(V2) — 5v2exp(—V2) — 6 exp(—v/2))

3 36 72
> 0,47165.

1 11 2 2

Der dritte Ubergang sind elementare Umformungen, die mit Maple© erstellt worden sind. Unsere
Schranke erreicht nicht den gewiinschten Wert von 1/2, sie macht einen Fehler von etwa 6 %.

Das einfache Beispiel eines Kreises zeigt bereits, wie kompliziert es sein kann, alle Graphen
H € H(v) zu finden, um die Formel (%) zu berechnen. Im Folgenden wird versucht, etwas
einfachere Schranken aus Theorem 1 abzuleiten. Damit wird es moglich sein, sie zu bewerten
und mit anderen Schranken zu vergleichen.

2.3 Spezialisierungen des Resultats aus Abschnitt 2.1

Betrachten wir als weiteres Beispiel den vollstdndigen bipartiten Graphen K, ; mit den beiden
Farbklassen A und B mit a beziehungsweise b Elementen. Fiir diesen Graphen gilt trivialerweise

a(Kqp) = max{a, b},
a n b
b+1 a+1

CW (Kqp) =

Wir mochten die Schranke (%) von Theorem 1 fiir den Graphen K, berechnen. Sei dazu eine
beliebige Ecke v € V(K, ;) fest gewéhlt. Ohne Einschrinkung ist v = 21 € A := {z1,...,z4}.
Neben dem Graphen ({z1}, () enthilt jeder 2:1-Graph H mit p(H) > 2 eine nichtleere Teilmenge
an Ecken aus B und eine weitere nichtleere Teilmenge aus A\ {z;}.

Sei H € H(x1) ein x1-Graph mit ng = [V(H) N (A\ {z1})| und np := |[V(H) N B| Ecken
in den Mengen N3 g (z1) und Ny g(x1). Wir mochten nun die Faktoren (<) berechnen. Dazu
stellen wir fest, dass u1,...,un, € A\ {Z1}, Un 41, Uny4np € B und up,+np4+1 = 21 sind.
Fir s =1,...,n4 +np enthélt die Menge {us, ..., Un+np+1} mindestens eine Ecke aus A und
mindestens eine aus B. Also ist Nk, ,[{ts, -, Un,tnp+1}] = V(Kap)-
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Sofern p(H) > 2 ist, gilt fiir die Faktoren as mit s =1,...,n4 + np

a1 =a+b,
ar=a+b—1,

an, =a+b—(na—1),

ana+1 =a+b—na,

Unying = a+b—(na+npg—1),

und fiir den letzten Faktor
anytnp+1 = | N, Hz1 ]\ {ur, s unyqnp H = ({2} UB)\ (V(H) N B)[=b—np + 1.

Fiir die Schranke (%) aus Theorem 1, die wir hier mit S(G) bezeichnen, gilt

SEa = Y Y 3 !

VeV (Kap) HEH(V) (70,...,mp) ETI(0,H) X XT1(p, H) a1(70; -+ Mp) - ..+ iy (70, .., Tp)
=CW(Kap)

DY > 1

vEA HEH(v), (mg,ma)ell(L,H)xTI(2,H) a1(mp,ma) ..y (75, 7A)
V(H)#{v}

DYDY > 1

vEB HEM(v), (ma,mp)ell(l,H)xIL(2,H) a1(ma,7p) .. - any (74, 75)
V(H)#{v}
=CW(Kap)
a—1
D353 3 (A 1Cwy
vEA np=1 na=1
TLB!-TLA!
(a+b)-(a+b—1)-...-(a+b—ng—np+1)-(b—np+1)
D353 3 A (W)
vEB na=1 ng=1
na!-npg!
(a+b)-(a+b—-1)-...-(a+b—na—np+1)-(a—na+1)

bl-(a—1)!((a—na—1)+(b—np+1))!
DD Z b—nB+1) . (aib)

(a—1—ny)!-

al- (-1 ((a—na+1)+(b—np—1))!
DY Z b—1—np)!- (a]—gl—b)

(a—ng+1)!-
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(a—1)!(na+np)!
np!-na!l-(a+0b)!

b-—1!(na+np)!
nA' ng!- (a+0b)!

22

I b' + - +
:CW(Kab)-l- — (Z Z s nB| Z Z s Zjl)

n
ng lnAO A =1 ng=0

al- b' (na+np)!
< OW (Kap) + 1 < n;) g:o ol sl )
a b a!- b (a+b+2)!
:b+1+a+1+(a+b)!'2'((a+1)!.(b+1)!_1>
a-(a+1)+b-(b+1) 2-(a+b+2)-(a+b+1)
(a+1)-(b+1) (a+1)-(b+1)
_ 3a*4+3b*+4ab+Ta+T7b+4
B (a+1)-(b+1)

Ist @ im Vergleich zu b hinreichend grof3, dann ist a(K,p) = a und einige Ausdriicke kénnen
vernachléssigt werden; fiir die Schranke ergibt sich

Dieses Beispiel zeigt einige Nachteile der Schranke:

e Durch die Regularitdt des Graphen K,; war die Berechnung noch iiberstehbar. Ohne
die Annahme der Regularitéit besteht die Schranke aus der Summe iiber alle Teilmengen
von A und B. Weiterhin sind sdmtliche Anordnungen der ausgewéihlten Teilmengen zu
bestimmen. Diese Berechnung in dieser Form ist nicht in polynomialer Zeit durchfiihrbar,
denn die Anzahl der Summanden ist bereits {iberpolynomial.

e Fiir jedes c € (0,1) existiert ein passendes b derart, dass fiir grofie a
S(Ka,b) ~C- Oz(Ka’b)

gilt. Die Schranke kann im Vergleich zum abzuschitzenden Wert «(G) beliebig schlecht
sein.

Im Folgenden werden wir versuchen, aus der recht allgemeinen Schranke transparentere abzu-
leiten.

Offensichtlich bleibt die Aussage des Theorems 1 richtig, wenn wir die Menge H(v) der Graphen
einschrinken. Es werden nun zwei Moglichkeiten zu Reduktion der Menge H(v) vorgestellt; zum
einen werden in Abschnitt 2.3.1 nur noch von v ausgehende Wege als v-Graphen zugelassen.
Dadurch bestehen die Mengen N, g(v) nur noch aus einem Element und alle Anordnungen
entfallen. Zum anderen beschrianken wir p(H) auf hochstens 2 fiir alle v-Graphen H. Hiermit
muss zu jeder Ecke ausschliefflich die erste und die zweite Nachbarschaft bestimmt werden. Dies
wird in Abschnitt 2.3.2 erldutert.
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2.3.1 Einschriankung auf Wege
Im Folgenden sei p > 0 eine natiirliche Zahl und v € V(G) eine Ecke. Wir bezeichnen mit P, (v)
die Menge aller induzierter Wege mit p 4+ 1 Ecken, die in v starten.

Fiir ein gerades natiirliches p sei P € Py(v), P = (v = vy, v1, 02, ..., vp), dann ist Ny p(v) = {vg}
fir alle ¢ = 0,...,p und Np41 p(v) = 0. Trivialerweise erfiillt P auch die Eigenschaften von
Definition 1, ¢) und d). Somit ist P € H(v) und es gilt

U Pulv) € H(v).

p=0,2/4,...

Man sieht, dass fiir einen v-Graphen P € P,(v) die Anordnungen der Mengen Ny p(v) entfallen,
da es nur eine Ecke in den einzelnen Mengen N, g (v) fiir ¢ = 0,...,p gibt. Damit ergibt sich
folgendes Korollar:

Korollar 2.3.1

Zuv € V(G) und P € Py(v), P = (v =19,v1,02,...,0p) fir beliebiges gerades p > 0 definieren
wir die Zahlen ng := |Ng[vg] U Ng[v1] U --- U Nglvgl| fir ¢ =0,...,p.

Dann ist

al@) = ) nl()J“Z > ! : (2.2)

veV(@) p=24,.. Pepy(v) P’ (np—1=1) ...+ (no = 1)

Betrachten wir auch hierzu ein kleines Beispiel. Sei G der Petersengraph mit 10 Ecken. Es ist
leicht zu sehen, dass es eine unabhingige Menge der Grofle 4 (siehe Skizze) gibt.

()

Die Caro-Wei-Schranke (Proposition 1.1.1) ergibt

a(G)=CW(G) =Y —~—=—=25
veV(Q)
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Wir méchten nun Korollar 2.3.1 anwenden. Dazu sei v € V(G) gegeben. Wir untersuchen zuerst
Wege der Lénge 2. Von v ausgehend gibt es 6 solche Wege. Damit gilt

1 1
2. Z n1—1) no — 1 Z6853_10% 2

veV(G) PEPQ(’U veV(Q)

Die Wege der Lénge 2 liefern somit den Summanden 1/2, welcher auf die Caro-Wei-Schranke
addiert die untere Schranke 3 fiir a(G) = 4 ergibt. Wir méchten deshalb noch die Wege der
Lange 4 betrachten. Hiervon gibt es von v ausgehend 12 verschiedene Wege. Wie man einfach
nachrechnen kann, gilt:

1 1
2 Z (n3—1)-(ng—1)-(ny —1) - (ng—1) 212 8753 T 63

vEV(G) PePs(v veV(G)

Dieser kleine Summand reicht aus, denn auf Grund von «(G) > 3+ 1/63 > 3 und der Tatsache,
dass a(G) immer ganzzahlig ist, haben wir in diesem Fall eine scharfe Schranke erhalten.

Wir haben die Menge H(v) auf Wege beliebiger Linge eingeschrinkt; das hat den Vorteil, dass
alle Anordnungen entfallen sind. Wann immer wir weitere Graphen aus H(v) zulassen, werden
Anordnungen auf den Mengen N, p(v) hinzukommen. Um diese in den Griff zu bekommen,
schrinken wir p(H) auf p(H) < 2 ein und miissen daher im Folgenden hochstens zwei Anord-
nungen einbeziehen.

2.3.2 Einschriankung auf zweite Nachbarschaft

Seiv € V(G) eine Ecke und H € H(v) ein v-Graph mit N3 g (v) = (). Dann erfiillt H die folgenden
angepassten Eigenschaften aus Definition 1, wobei wir mit A := Ny g(v) und B := N g (v)
bezeichnen.

a) H ist ein induzierter zusammenhéngender Unter-

graph von G mit v € V(H). Lo\
N
b) Ist B # 0, so ist auch A # 0. —‘.\
c) Ist B # (), so existiert zu jeder Ecke u € B eine v
benachbarte Ecke w € A. N
A B

d) Ist A # (), so gilt fiir je zwei a,b € A mit ab € E(G),
dass Ng(a) N B = Ng(b) N B # 0.

Es folgt aus Theorem 1 direkt folgendes Korollar, siehe auch bei | ].

Korollar 2.3.2

Zu v € V(G) definieren wir fir A C Ny g(v) und B C Ny g(v), welche die Eigenschaften b),
c¢) und d) erfiillen, Folgendes

e ny:=|A|l,np:=|B]|,

o zu der Anordnung ma € II(A) sei (a1, a2, ...,an,) das geordnete dazugehdorige Tupel,
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o zu der Anordnung mp € II(B) sei (b1, ba,...,bn,) das geordnete dazugehdrige Tupel,
e ci(ma,mp) = |[Na[AUBU{v}],

o ci(ma,mp) = |Ngl{ai,...,an, } UBU{v}|\{a1,...,a;_1}| firi=1,...,na4,

e di(ma,mp) = [Ng[BU{v}]\ A,

o di(ma,mp) = |Ng[{bi,...,bng } U{v}]\ (AU{b1,....b0i1})| fiiri=1,...,np.

Dann st

=2 > )

VEV(G) ACNa(v), ma€ll(A
BCN1,Gg(v), 7TBEH(B)
b), c), d) erfillt

1
ci(ma,mg) ... e, (ma,mB) - di(ma,7B) ... dng(Ta,m8) - (da(v) +1—npg)

Bemerkung

Im Allgemeinen ist distz (v, u) # distg (v, u). Da H ein Untergraph von G ist, gilt trivialerweise
disty > distg. Ist distg(v,u) = 1, so ist auch distg(v,u) = 1, da Ng(v) C Ng(v). Angenom-
men disty (v, u) = 2 und distg(v,u) = 1, so ist uv € E(G), aber wv ¢ E(H); dies widerspricht
Punkt a), denn H ist ein induzierter Untergraph. Fir H folgt somit aus disty(v,u) = 2 die
Bedingung distg (v, u) = 2. Daher kénnen wir A C Nj ¢(v) und B C N; g(v) in Korollar 2.3.2
wéhlen.

Es sei angemerkt, dass der Sterngraph K, mit £ € N aus Abschnitt 2.2.1 fiir Korollar 2.3.2
ein Beispiel fiir eine Graphenklasse ist, bei der die Schranke scharf ist. Die fiir die Berechnung
betrachteten Graphen H € H(v) erfiillten alle p(H) < 2.

Mit () haben wir eine neue Schranke fiir die Unabhéngigkeitszahl gefunden und konnten
einige Beispiele angeben, bei denen gute Ergebnisse erzielt werden. Nachteile der neuen Schranke
motivierten uns, einfachere und transparentere Schranken aus dem allgemeinen Resultat von
Theorem 1 abzuleiten. Im Folgenden werden wir die Resultate bewerten und mit Bekanntem
aus der Literatur vergleichen.

2.4 Bemerkungen zu dem Resultat

Nach einer kurzen Bemerkung zur Berechenbarkeit der in diesem Kapitel aufgestellten Schran-
ken, werden wir auf verschiedene Weisen diese mit Schranken aus Abschnitt 1.1 vergleichen.

2.4.1 Kurze Hinweise zur NP-Problematik

Wie im letzten Abschnitt bereits festgestellt, ist die Berechnung unserer Schranke (%) im All-
gemeinen schwierig. Fine Vereinfachung liefern die beiden Korollare 2.3.1 und 2.3.2. Bei der
Bestimmung der v-Graphen H € H(v) kénnen jedoch die Wege mit wachsendem Graphen G
beliebig lang (Korollar 2.3.1) beziehungsweise die Mengen A und B beliebig grof (Korollar 2.3.2)
werden. Wir wollen durch einfache weitere Beschrénkungen der Menge H(v) Schranken generie-
ren, die sich sicher in polynomialer Zeit berechnen lassen.
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Beginnen wir mit Korollar 2.3.1 und schrinken die maximale Linge der betrachteten Wege ein,
das heifit fiir ein natiirliches & soll p(P) < k fiir alle v-Graphen P gelten. Es folgt durch einfache
Abschitzung der Summanden folgende Schranke:

Korollar 2.4.1
Es sei k eine gerade natirliche Zahl. Zu v € V(G) und P € Py(v), P = (v = vg, v1,v2, ..., Up)
q
fir beliebiges gerades p = 0,2,4,...,k definieren wir die Zahlen ng := Y dg(v;) —q+ 1 fiir
i=0
q=0,...,p

Dann gilt

1
o2 2 (X, 2 s

(n -1
veV (@) p=24,...k PePy () P\l )

Fiir festes k£ (unabhéngig von n = |V(G)|) ist die Berechnung der Schranke einfach in dem Sinne,
dass die Schranke in polynomialer Zeit in n berechnet werden kann, wobei leicht zu sehen ist,
dass der Grad dieses Polynoms eine Funktion in & ist.

Wir kénnen auch Korollar 2.3.2 leicht abédndern, so dass wir eine ,einfache“ Schranke erhalten.
Dazu miissen wir die Gréfle der Mengen A und B beschrinken.

Korollar 2.4.2

Es sei k eine natiirliche Zahl. Es gelten weiterhin die Voraussetzungen von Korollar 2.3.2 und
zusdatzlich gilt na,np < k.

Dann st

=2 )

veV(G) ACN2c(v), ma€ll(A),
BCNy,G(v), wBell(B)
|AL,|BI<k,
b), ¢), d) erfillt

1
ci(ma,mg) ... e, (ma, ) - di(ma,mB) ... dpg(Ta,m8) - (da(v) +1—npg)

Fiir festes k (unabhiingig von n = |V(G)|) ist die Berechnung der Schranke einfach in dem
Sinne, dass es von den Mengen A und B nur polynomial in n viele gibt und die Anzahl der
Anordnungen der Ecken aus A und B von n unabhingig ist. Mit &hnlichen Uberlegungen wie
oben ergibt sich, dass diese Schranke in polynomialer Zeit in n berechnet werden kann.

Im Falle schwer berechenbarer Parameter, wie beispielsweise der Unabhéngigkeitszahl, sucht
man moglichst gute und gleichzeitig schnell zu berechnende Schranken. Das gilt fiir die in Ab-
schnitt 1.1 vorgestellten Resultate aus Proposition 1.1.1 bis 1.1.5. Wir stellen diese daher im
Folgenden den Korollaren 2.4.1 und 2.4.2 gegeniiber.
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2.4.2 Vergleiche mit anderen Schranken
Zuerst stellt man fest, dass Theorem 1 und alle daraus abgeleiteten Schranken Verbesserungen
der Caro-Wei-Schranke aus Proposition 1.1.1 sind.

Wir werden nun Korollar 2.4.1 fiir p(H) < k = 2 mit der Schranke von O. Murphy aus Propo-
sition 1.1.2 vergleichen.

Hierzu sind

R 1
S(G) T CW(G) + Z Z (dg(v)+dg(u)+da(w)—1)-(dg(v)+dg(u)—1)-dg(v) (2'3)
veV(G) P=(v,u,w)EP2(v)

die Schranke aus Korollar 2.4.1 und

o CW(G) -1
die Schranke von O. Murphy.
Sei G = (V, E) ein Graph mit der Eigenschaft, dass
2.(3A—1)
> 7 .
[N2.c(v)| =2 —% 1 (2.5)

fiir alle Ecken v € V(G) gilt.
Dann gilt fiir jede Ecke v € V(Q)

Z 1
P=(v,u,w)€Ps(v) (da(v) +da(u) + de(w) — 1) - (da(v) + da(u) — 1) - da(v)

1
> )
P=(v,u,w)€Ps(v) (3A—-1)-(2A-1)-dg(v)

1
_ >.1
(BA-1)-(2A-1)-dg(v) ,_ L=
N—

>|Na, g (v)]
1
Z BAC) @A) dgl) MWl
- 1 2(3A —1)
“2BA-1)-A-(de(v)+1) A+1

1
= e+ DABTL)

und mit der Summe iiber alle Ecken v € V(G) folgt, dass (2.3) groBer als (2.4) ist.

Wir haben mit unserer sehr einfachen Schranke S(G) bereits fiir viele Graphen ein bessere Er-
gebnisse erzielen konnen als O. Murphy. Dennoch gibt es auch Graphen, bei denen die Schranke
von O. Murphy einen grofleren Wert ergibt. Hierzu sei G = (V, E) ein Graph, der aus sechs
Cliquen mit jeweils zehn Ecken, wie in der folgenden Abbildung verdeutlicht, konstruiert ist.
Die Anzahl und Gréfle der Cliquen ist hierbei so gewihlt, dass die Anzahl der schwarzen Ecken
ausreichend gro8 ist, so dass die Schranke M (G) aus (2.4) einen groferen Wert liefert als S(G)
aus (2.3).
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NS
o

SN

2N A

5\
S\

Die roten Ecken haben Grad 10, die schwarzen Grad 9. Es fillt auf, dass die zweite Nachbarschaft
der schwarzen Ecken jeweils nur zwei rote Ecken beinhaltet, damit ist die Bedingung (2.5) fiir
solche Ecken nicht erfiillt. Wir wollen die beiden Schranken explizit nachrechnen.

6-8 6-2
CW(G) = — + —= ~ 5,891,

10 11
B CW(G) -1
M(G) =CW(Q) + 0.1

S(G) ~ 5,934.

~ 5,935,

Somit gilt hier M (G) > S(G) und beide Schranken sind nicht vergleichbar.

Als néchstes mochten wir Korollar 2.4.2 mit dem Resultat von E. Angel, R. Campigotto und
C. Laforest aus Proposition 1.1.5 vergleichen. Wir werden nicht wie fiir die Schranke von O. Mur-
phy durch eine Ungleichungskette ein Kriterium wie (2.5) fiir Graphen finden, fiir die unsere
Schranke besser ist, sondern die Formeln fiir eine einfache Graphenklasse explizit berechnen.
Die Autoren vergleichen in ihrer Arbeit | | ihre Schranke mit einem anderen Resultat aus
der Literatur [ ]. Sie untersuchen die sogenannten Radgraphen und zeigen hierbei, dass
die Differenz der beiden Schranken um einen beliebig groflen Wert anwachsen kann und somit
ihre Schranke in diesem Fall besser ist. Der Radgraph W,, mit n Ecken besteht aus einem Kreis
Cy—1 und einer zusétzlichen ,,zentralen“ Ecke, die mit jeder anderen Ecke des Kreises adjazent
ist; hierzu sein auf die folgende Abbildung verwiesen. Wir méchten im Folgenden Korollar 2.4.2
auf diese Radgraphen W, anwenden. Fiir alle Umformungen der folgenden Ausdriicke werden
wir Maple© verwenden, denn solche Rechnungen koénnen leichter und sicherer mit Hilfe des
Computers durchgefiihrt werden.
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Betrachten wir eine Ecke v € V(W,,) \ {2z}, wobei mit z die Ecke vom Grad n — 1 gemeint ist.
Es ist leicht zu sehen, dass Ny w, (v) = {a,b, 2z} und Now, (v) = V(Wy) \ {a,b,v, z} ist. Wir
analysieren die Bedingungen aus Korollar 2.3.2, es muss gelten:

a) z¢ B= AC {d,b},

b) A#0 < B#0,
c)aeB=deAundbe B=1V € A,
d)deA=d"¢ Aundt € A=V ¢ A

Es folgt
1 1 1
S(Wy,) = — - -2 — .20 . 2!
(Wn) n + ( 4 +6~4-3 +8~6-4-3-2
NS 1 53 DS SRR AL AN AL A A
fiir z B=0 B={a} B={b} B={a,b} |np|=2 |mal=2
+ Z Al
ACV(Wo)\{a,bw,z}, EL' (n - 1) et I(n - (‘A‘ - 1))||(n - ’ADI 3
A?'é@v'AlSk ‘@ C|A‘ dl
B={z}
|A]!
+2. (
ACV(Wn)\z{EL a’ b Z} mn-...- I(Tl, - |A‘)Il(n — |A| - 1)| 2
- €A A<k T %
~— ~~
B={a,z} B={b,z} WB:{%:Z

A A
n-...-(n—|A])-3-2
L Ju

dy do

_I1l—z
TB=\2a
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Al
+ .9
ACV(W )\%”bb”vz} (n(n_ ‘AD(TL— |A’ - ]-) (n— ‘A| —2)
= n ’ sH0 U2, S~~~
a' bV eA,|AI<k {1’_)& {1»—>b
mp=92—b TB=1 2—a
B={a,b,z} 3=z g
Al
+ 4] .9
n-... (n—|A]) (n—]A —1)-2
\{rl»—m {1»—>b
TB=Y 22 TRB=Y 2%
3—b 3—a
+ Al 2
n-...-(n—1A4|)-3-2
—~—
l—z 1—z
TI'B:{Z—)a 773:{2._>b
3—b 3—a

Fiir kK = 10 erhalten wir beispielsweise

_ 1 27n54523n°—30665 n*+505157 n3 —4239130 n2 418611448 n—34204032 ._
S(Wn) = 9 1=5)n(n—2)(n—3)(n—1) ~ 0,2813 n.

Die Schranke aus Proposition 1.1.5 ist fiir den Radgraphen bereits in | | berechnet worden;
sie wird dort fiir den Radgraphen W,, mit n Ecken mit U(n) bezeichnet:

2 (3n—11)-n

Uln) =514

~ 0,2857 n.

Betrachten wir die Differenz S(W,,) — U(n), so ist die Schranke aus Korollar 2.4.2 fiir Graphen
W, bis n = 2058 Ecken besser.

= 7

76

—~ 5,

<

5 0

S 2]

N

sl

& 0 . . . ;
= 500 1000 1500 2000

Anzahl Ecken

Fiir groferes k wire der Wert S(W),,) auch noch fiir grofieres n besser. Verzichtet man auf die
Einschrankung k wie in Korollar 2.3.2, so tendiert die Differenz S(W,,) —U(n) — oo fiir n — oo.

Auf ein Gegeniiberstellen unserer Resultate mit denen von S. M. Selkow aus Proposition 1.1.4
sei an dieser Stelle verzichtet. Wir werden in Kapitel 4 genauer darauf eingehen, nachdem wir
im néchsten Kapitel den algorithmischen Beweis von Theorem 1 untersucht haben.



3 Beweise

Wir beschiéftigen uns in diesem Kapitel mit der allgemeinen Schranke aus Theorem 1 des vor-
herigen Kapitels und fiithren einen Beweis an.

3.1 Beweis des Resultats aus Kapitel 2

Sei G = (V, E') wie zuvor schon ein einfacher, endlicher und ungerichteter Graph und n := |V(G)|
die Anzahl der Ecken. Hierauf bezeichnen wir eine Bijektion der Eckenmenge V(G) in die Menge
{1,2,...,n} als Nummerierung. Die Menge aller solcher Nummerierungen auf G sei S(G). Die

Mengen Ly(v) == {u € V | ¢(u) < ¢(v)} und Ry(v) := {u € V | p(u) > ¢(v)} fiir ¢ € S(G)
beinhalten die Ecken mit kleinerer Nummer, beziehungsweise die Ecken mit gréflerer Nummer

als ¢(v).
Zu gegebener Nummerierung ¢ € S(G) stellt man leicht fest, dass die Menge

I, :={v e V(G) | Na(v) N Ly(v) =0} (3.1)

eine unabhéngige Menge von G ist.

Formulieren wir dazu einen kurzen Algorithmus, dessen Ausgabe (3.1) erfiillt:

Algorithmus 1 : Algorithmus zur Caro-Wei-Schranke

Eingabe : Einen Graphen G = (V, E) und eine Nummerierung ¢ auf G.
Ausgabe : Eine unabhéngige Menge .

1 1« 0

2 fiir alle Ecke v € V(G) tue

3 wenn Ng(v) N Lg(v) = () dann
4 | T+ Tu{v};

5 Ende

6 Ende

7 Iy 1

Dieser Algorithmus kann verwendet werden, um die Caro-Wei-Schranke aus Proposition 1.1.1
zu beweisen:

a(G) > CW(G) =Y —— (3.2)

- eV (G) dg(v) +1

BEWEIS: (VON (3.2)) Sei ¢ € S(G) zufillig gewéhlt, wobei wir von einer uniformen Ver-
teilung der Nummerierungen in S(G) ausgehen. Fiir jedes ¢ seien I die durch Algorithmus 1
erzeugte Ausgabe. Dann ist I, die unabhéngige Menge, die in (3.1) beschrieben wurde.
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Somit gilt

al@) = E(L)= Y Pwel)=Y |{¢€S|< )| v e Iy}

veV(G) VeV (G) S(G)
_y lpes@lvel)

veV(G)

Wir werden nun [{¢ € S(G) | v € I4}| bestimmen. Sei v € V(G) und ¢ € S(G) derart, dass
v € I ist. Offensichtlich miissen alle Nachbarn von v eine grofliere Nummer haben, das heif3t
Ng(v) € Ry(v). Es folgt

X :={¢p(u) | ue Ng[v]} C{1,...,n},
¢(v) := min(X)

und

Z = {8u) | u € Nelo] \ {v}} = X \ {min(X)}.

Es gibt genau ( de (Z) +1) Moglichkeiten, Nummern aus {1,...,n} fiir die Ecken aus Ng[v] zu
ziehen, das heifit die Menge X zu wihlen. Die Ecke v erhilt die kleinste Nummer aus X,
es bleiben fiir die Zuordnung der restlichen Nummern Z zu den Ecken Ng(v) genau dg(v)!
Mboglichkeiten. Auflerdem verbleiben noch (n — (dg(v) 4+ 1))! Moglichkeiten, die restlichen
Ecken mit den Nummern {1,2,...,n}\ X zu nummerieren.

Insgesamt erh&lt man

n

e lvetd=(, ) da) (n (da) + D)
_ nldgo)! - (n — (dg(v) + 1)
(d6®) + T (1~ (do{) + D)
n!

RZOESS -

Der Beweis der neuen Schranke aus Theorem 1 wird &hnlich sein. Zuerst modifizieren wir den
Algorithmus etwas. Weiterhin sei eine Nummerierung ¢ € S(G) nebst einem Graphen G fiir
Algorithmus 2 gegeben.

Algorithmus 2 : Algorithmus zu Theorem 1

Eingabe : Einen Graphen G = (V, E) und eine Nummerierung ¢ auf G.
Ausgabe : Eine unabhéngige Menge J,.

n <+ |V(G)|; J + 0; U + V(G);

solange U # () tue
v+ ¢ tmin({p(u) |u € U})); // Ecke aus U mit kleinster Nummer.
J «— JU{v};
U « U\ Ng[ul;

Ende

J¢ — J

b = N L B N VUR R
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Hieraus erkennt man leicht folgende Aussagen:

Lemma 3.1.1

Fiir die Menge Jy aus Algorithmus 2 gilt
NS J¢ = Ng(?}> N L¢(’U) N J¢ =0 (33)
und

veJy= Ne(v) N R¢(v) NJy = 0. (3.4)

BEWEIS: Sei v € V(G) eine beliebige Ecke und definiere N} (v) := Ng(v) N Ly(v) sowie

NE(v) := Ng(v) N Rg(v).
o Ist NS(v) N Jg # 0, so existiert ein u € N&(v) N J,. Somit gibt es in Algorithmus 2
eine Iteration mit Eckenmenge U, so dass u die kleinste Nummer hat. Es wird u in Jy

aufgenommen und Ng[u] und somit auch v aus U entfernt und nicht weiter beachtet.
Damit ist v ¢ J.

e Sei N5(v) N J, = 0, wir betrachten die Nachbarschaft N5(v) N U in jedem Durchlauf
der Schleife in Zeile 2 bis 6 des Algorithmus 2. Da in Zeile 5 die Menge U jedesmal echt
verkleinert wird, wird auch Né (v) NU Kleiner, bis sie in irgendeiner Iteration leer ist.
Bis hierhin befindet sich sicher v € U. Solange es noch Ecken w € Lg(v) gibt, verbleibt
veU,dauw ¢ E(G). Gibt es kein w € Lg(v), so hat v die kleinste Nummer in U und
wird in Jy aufgenommen.

e Ist v € Jy, so gibt es einen Durchlauf in Algorithmus 2, in dem v in J, aufgenommen
wird. Damit wird aber Nf(v) € Ng(v) aus U entfernt und kann nicht mehr in J,
aufgenommen werden. Somit ist N5 (v) N .J,; = 0. n

Wir miissen nun die Méchtigkeit |[{¢ € S(G) | v € Jp}| fiir die Ausgabe J,; des Algorithmus 2
bestimmen, dazu beginnen wir mit einigen Definitionen und Vorbetrachtungen.

Definition 2

Zuv € V(G) und ¢ € S(G) nennen wir einen v-Graphen H € H(v), siehe dazu Definition 1,
(v, ¢)-zuldssig, falls Folgendes gilt:

a) Fir alle q=0,...,p—1 und alle w € Ny g (v) gilt, dass Nyi1,50(v) C Lg(w) ist.

b) Fir alle geraden g = 0,2,...,p und alle w € Ny g(v) gilt,
dass Ng(w) N Ly(w) € Ngg1,1(v) U Ny g (v) ist.

Lemma 3.1.2

Seiv e V(G),¢ € S(G) und H € H(v) ein (v, ¢)-zulissiger v-Graph, dann ist Ny g(v)NJy =0
fiir jede ungerade Zahl g € {1,...,p—1}.

BEWEIs:  Wir beginnen damit, Np_1 g(v) N Jy = 0 zu zeigen. Dafiir sei w € Np_1 g (v)
beliebig gew#hlt und wir zeigen w ¢ Jy. Nach Definition 1, c) ist Ng(w) N Np g (v) nicht
leer. Hieraus wahlen wir u € Ng(w) N Np g(v) mit kleinstmoglicher Nummer; es gilt also
u € Ly(u) fiir alle v’ € Ng(w) N Np g (v) \ {u}.
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Wir zeigen, dass u € Jy ist, denn somit folgt w ¢ Js. Angenommen, dies ist nicht der
Fall, dann existiert wegen Lemma 3.1.1 ein a € Ng(u) N Ly(u). Nach Definition 2, b) ist
a € Nppg(v) und wegen Definition 1, d) ist w € Ng(a), ein Widerspruch zur Wahl von wu.
Folglich ist Ng(u) N Lg(u) = () und mit der Aquivalenz (3.3) ist u € J, womit w ¢ J,, folgt.

Seinnun g € {1,...,p—3} die groBte ungerade Zahl, so dass N, g (v)NJy # 0. Angenommen,
es existiert ein solches ¢, dann wihle w € Ny g (v) beliebig und wir zeigen wiederum w ¢ Jy.
Es sei erneut u € Ng(w) N Ngy1,57(v) mit kleinstmoglicher Nummer; es gilt u € Lg(u') fiir
alle ' € Ng(w) N Ngg1,5(v) \ {u}.

Wir zeigen, dass u € Jy ist. Andernfalls sei wieder a € Ng(u) N Lg(u). Nach Definition 2, b)
kann a € Nyq2 g(v) oder a € Nyi1,m5(v) sein. Wegen Definition 1, d) und der Wahl von w ist
a € Nyjo,1(v). Nach der Wahl von q ist aber a ¢ J,. Es folgt aus der Aquivalenz (3.3), dass
u € Jy ist, womit wieder w ¢ J, folgt.

Somit existiert folglich kein ¢ mit genannter Eigenschaft und die Behauptung ist gezeigt. ™

Mit obigem Lemma 3.1.2 folgt Ny g (v) N Jp = 0 und wieder mit (3.3) gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.1.3

Seiv e V(G),¢ € S(G) und H € H(v) ein (v, ¢p)-zuldssiger v-Graph, dann ist v € Jy.

Definition 3

Zuv € V(Q) und ¢ € S(G) sei H € H(v) ein v-Graph. Wir nennen ihn (v, $)-vertraglich,
falls er (v, ¢)-zuldssig ist und fir alle w € V(H) die restliche Nachbarschaft w eine griflere
Nummer hat, das heifit, dass Ng(w) \ Nu(w) C Rg(w) gelten muss.

Lemma 3.1.4

Seiv € V(G), ¢ € S(G) eine beliebige Nummerierung und H, H € H(v) zwei (v, ¢)-vertrig-
liche v-Graphen, dann gilt H = H'.

BEwEels: Da H und H' zwei induzierte Untergraphen sind, reicht es V(H) = V(H') zu
zeigen.

Offensichtlich ist nach Definition 1

p(H) p(H')
V(H) = | Ny, V(H') = | Noar(v),
q=0 q=0

und Ny g (v) = No, g (v) = {v}.

Sei nun ¢ > 0 maximal gewéhlt, so dass Ny g(v) = Ny g/ (v) # 0 gilt. Angenommen, es gilt
Nyt1,1(v) # Ngi1,m(v), dann konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit eine Ecke
©w € Ngp1,1(v) \ Ngy1,m7(v) wihlen. Damit muss v wegen Definition 1, a) einen Nachbarn
w € Ng.g(v) = Ny g (v) besitzen. Wegen Definition 2 ist u € Nyi1, g(v) C Lg(w) und wegen
Definition 3 ist u € Ng(w) \ Ng/(w) C Ry(w), ein Widerspruch.

Folglich ist Ng41,7(v) = Ngi1,m/(v) und nach Wahl von q ist N1, 57(v) = Nyy1,m0(v) = 0.
Damit gilt ¢ = p(H) = p(H') und V(H) = V(H'). n
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Wir bezeichnen mit
T(v,H):={¢ € S(G) | H ist ein (v, ¢)-vertriglicher v-Graph}.

Mit Lemma 3.1.3 haben wir gezeigt, dass T'(v,H) C {¢ € S(G) | v € Js} gilt und wegen
Lemma 3.1.4 ist T(v, H) N T (v, H") = 0, falls H, H' € H(v) mit H # H'. Wir kénnen also die
Méchtigkeit [{¢ € S(G) | v € Jy}| abschétzen, indem wir die Menge der (v, ¢)-vertréglichen
v-Graphen betrachten und T'(v, H) bestimmen.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, formulieren wir erneut das Theorem.

Theorem 1

Zu v € V(Q) sei ein v-Graph H mit den Mengen Ny g(v) fir ¢g=0,...,p(H) und die Anord-
nungen (1, ..., mp) € (0, H) x --- xI(p, H) gegeben. Die Ecken von H werden entsprechend
(70, ..., Tp) Mit ui,ug, ..., uy, benannt.

Hierauf definieren wir Zahlen
ai(mo,...,mp) = |Ng[V(H)]| = |Na[{ui, ..., uny ],
as(mo, ..., mp) = |Ng[{ts, . ., tny } \ {11, ..., us—1}|
firs=2,...,an,.
Dann ist

1
TCED DS > o) e o) %)

al cey 7rp)
veV(G) HeH(v) (mo,...,mp)€I(0,H) x - xII(p,H)

BEWEIS: (VON THEOREM 1)

Zu einem beliebigen Graphen G = (V,E) sei Jy die Ausgabe des Algorithmus 2 fiir ein
¢ € S(G). Wir haben im Beweis von (3.2) bereits gesehen, dass

a(G) 2 E(Jyl) = ) PlveJy) = Z!{qﬁES ) [ve Js}

veV(Q) veV

Z!U 1

nl veV(G) HeH(v)

Lemm:a 3.1.4 % Z Z ‘T v, H

TveV(Q) veV (G

Lemma 3.1.3 1

gilt.
Wir miissen nun |T'(v, H)| bestimmen. Dazu konstruieren wir die Menge T'(v, H) zu beliebig

gegebenem H € H(v).

Sei eine Nummerierung ¢ € T'(v, H) gegeben dann ist H ein (v, ¢)-zulédssiger Graph und mit
Definition 2, a) gilt, dass Ngi1, g(v) € Lg(w ) fir alle w € Ny g(v) und alle ¢ =0,...,p—1
ist. Somit existiert (m,...,mp) € II(0, H) x - - - x II(p, H) derart, dass das dazugehorige Tupel
(u1,u2,...,up,) der Ecken aus V(H) auch entsprechend ¢ geordnet sind, das heifit

U €L¢(ui+1) ﬁiI‘iZO,...,ﬂ,H—l. (3.5)
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Umgekehrt gibt es zu verschiedenen 7,7’ € T1(0, H) X - - - x II(p, H), ® # 7’ kein ¢ € S(G), so
dass die verschiedenen Tupel (u1,...,upn, ) und (uy,...,u;, ) die Bedingung (3.5) erfiillen.

Wir geben uns somit (7, ...,7p) € II(0,H) x --- x II(p, H) vor und zihlen alle ¢ € S(G),
die (3.5) erfiillen und fiir die H ein (v, ¢)-vertriglicher v-Graph ist.

Sei also ¢ € S(G) eine solche Nummerierung mit eben genannten Eigenschaften. Wir definie-
ren Ay := Ng[V(H)] und Ag := Ng[{us, ..., Uny } \ {u1,...,us_1} fir s =2,...,ny. Diese
Mengen erfiillen as = |Aq].

Es folgt
X1 = {¢(u> ’ u € Al} - {17 7n}7
¢(u1) := min(X7),
Xo = {¢(u) | u € A2} C X \ {min(X1)},
@(ug) := min(Xs),
XnH = {¢(u) ’ u € AnH} - XNH—l \ {min(XnH—l)}v
d(Uny, ) == min(X,,,,)
und
Z1:={¢(u) |ue A1\ (A2 U{w})} = X1\ (X2 U {min(X})}),
Zy :=A{¢(u) |u e A2\ (A3 U{uz})} = Xp \ (X5 U {min(Xy)}),
Zng =A{0(u) [u € Apy \{ung }} = Xny \ {min(Xp )}
Fiir die Mengen Xj,...,X,, gibt es (:1) - (agl) Ca (a"g*_l) Moglichkeiten, diese zu
nH
wéhlen.
Fir die Zuordnung der Nummern der Mengen Zi,...,Z,,, zu den entsprechenden Ecken
erhalten wir (a1 —as — 1)! - ... (apy—1 — any — 1)+ (an, — 1)! Moglichkeiten.

Es verbleiben noch (n — a)! Moglichkeiten, die restlichen Ecken zu nummerieren.

Insgesamt ergibt sich

() () ()
(a1 —az — Dl (any—1 — any — 1! (an, — D! (n— ay)!

n!

a1-a2 ... Qpy

Bildet man die Summe iiber alle (g, ..., m,) € II(0, H) x - - - x II(p, H), erhélt man |T'(v, H)|;
womit der Beweis abgeschlossen ist. n
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3.2 Algorithmen

Im Folgenden wollen wir ein weiteres Mal Algorithmus 2 betrachten.

Sei ein Graph G = (V, E) gegeben, dann interessieren wir uns fiir eine unabhéingige Menge min-
destens der Grofe, die mit (%) aus Theorem 1 ermittelt werden kann. Der nicht-deterministische
Algorithmus 3 wahlt zu der Eingabe G eine zuféllige Nummerierung und fithrt dann Algorith-
mus 2 durch.

Algorithmus 3 : Nicht-deterministischer Algorithmus fiir eine unabhéngige Menge
Eingabe : Einen Graphen G = (V, E).
Ausgabe : Eine unabhéngige Menge J,.

1 Wibhle zufiillig eine Nummerierung ¢ € S(G).

2 Fiihre Algorithmus 2 mit G und ¢ aus.

Wir wissen aus Abschnitt 3.1, dass der Algorithmus 3 eine unabhingige Menge ausgibt, de-
ren Grofle im Mittel den gewiinschten Wert hat; allerdings kann in schlechten Fillen eine un-
abhingige Menge mit weniger Ecken herauskommen.

Es stellt sich die Frage, ob es einen Algorithmus gibt, bei dem jede Ausgabe die gewiinschte
Grofle besitzt. Die Problematik, den Zufall aus den Algorithmen zu entfernen beziehungsweise
zumindest zu reduzieren, ist ein weitreichendes Thema, welches unter dem Begriff Derandomi-
sierung von Algorithmen zu finden ist. Hierauf soll jedoch nicht weiter eingegangen werden; der
Leser sei auf spezielle Literatur hierzu verwiesen [ , Kapitel 15].

Betrachtet man die Algorithmen 1 und 2, so ist nicht unmittelbar zu erkennen, dass die Menge
Jy aus Algorithmus 2 die Menge I4 aus Algorithmus 1 umfasst. Formuliert man Algorithmus 2
etwas um, so ist leicht zu sehen, dass er im Prinzip Algorithmus 1 mehrfach ausfiithrt und dabei
in jeder Iteration die Menge I mit ihrer Nachbarschaft entfernt. Dies wird durch Algorithmus 4
verdeutlicht.

Algorithmus 4 : Alternativer Algorithmus zu Theorem 1

Eingabe : Einen Graphen G = (V, E) und eine Nummerierung ¢ auf G.
Ausgabe : Eine unabhéngige Menge J,.

J 0

H «+ G;

solange V(H) # () tue

I« 0

fiir alle Ecke v € V(H) tue
wenn Ny (v) N Lg(v) = dann

‘ I+ TU{v};

Ende

Ende

J — JUI,;

H « H\ NgllJ;

Ende

© 000 N O Ok W N -

[y
=}

-
N =
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Wie zu sehen ist, entsprechen die Zeilen 4 bis 9 genau Algorithmus 1. Danach wird in Zeile 10
die unabhingige Menge I zu J hinzugefiigt und in Zeile 11 werden die Ecken I mit ihren
Nachbarn aus dem Graphen entfernt. Auf dem verbliebenen Graphen wird erneut Algorithmus 1
durchgefiihrt. Die hierbei gewonnene unabhiingige Menge I ldsst sich mit der gespeicherten
unabhéngigen Menge J zu einer grofleren unabhéngigen Menge vereinigen. Im Anschluss werden
wiederum die verarbeiteten Ecken entfernt und von vorne begonnen.

Es stellt sich die Frage, ob diese Idee den Algorithmus 1 der Caro-Wei-Schranke mehrfach nach-
einander durchzufiihren, bereits in der Literatur untersucht wurde. Ein mehrfaches Durchlaufen
bis der komplette Graph abgearbeitet wurde (Algorithmus 4), ist uns nicht bekannt; die Ein-
schrinkung auf genau zwei Durchlidufe wurde dagegen beispielsweise durch S. M. Selkow in
[ ] vorgestellt. Die dazugehorige Schranke ist bereits in Proposition 1.1.4 erwéhnt worden,
im néchsten Kapitel werden wir sie genauer betrachten.
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Nachdem wir in Abschnitt 2.4 bereits die neuen Schranken mit géingigen Caro-Wei-#hnlichen un-
teren Schranken verglichen haben, soll unser Resultat im Folgenden nun der klassischen Schranke
von S. M. Selkow aus Proposition 1.1.4 gegeniibergestellt werden. Hierbei werden wir sehen, dass
zum Beweis der Schranke in | | ein Algorithmus formuliert wurde, der im Prinzip Algorith-
mus 4 mit genau zwei Durchldufen entspricht. Trotzdem scheint diese Schranke nur schwer mit
den Resultaten aus Kapitel 2 vergleichbar zu sein, da S. M. Selkow die erwartete Ausgabegrofie
des Algorithmus auf andere Weise abschétzt. Deshalb ist es von Interesse, sich diese Arbeit und
den Beweis aus | | genauer anzuschauen. Hierbei wird uns ein Fehler in der Beweisfithrung
begegnen. Im darauffolgenden Abschnitt 4.2 werden einige weitere Uberlegungen hinsichtlich
der Belastbarkeit des Resultats aufgefiihrt.

4.1 Die Schranke

Wir formulieren erneut den Satz von S. M. Selkow.

Proposition 4.1.1 (S. M. Selkow)
Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt

1 dg(v) 1
a(G) > Z dG(v)—i-1<1+maX{dg(v)—i—1_z W,O}) . (4.1)

veV(Q) u€ENg(v)

BEweEis:  Wir folgen nun dem Beweis von S. M. Selkow zu Proposition 4.1.1 aus der Origi-
nalliteratur | ].

Es sei G = (V, E) ein beliebiger Graph. Hierauf ist ¢ € S(G) eine zufillig gewédhlte Numme-
rierung, wobei fiir die zuféllige Wahl von einer uniformen Verteilung der Elemente aus S(G)
ausgegangen wird. Fiir dieses ¢ ist I; die durch Algorithmus 1 erzeugte Ausgabe, also

I :={v e V(G) | Na(v) € Ry(v)}.
Wie schon im Beweis von Proposition 1.1.1 in Kapitel 3 gilt hier

E(|11]) = Z dg(vl)—i—l

veV(QG)

Die Menge S sei die Menge der Ecken abziiglich derer aus Iy, die Algorithmus 4 im ersten
Durchlauf der Schleife in Zeile 3 bis 12 herausnimmt. Dies ist genau die Menge der Ecken,
die adjazent zu einer Ecke aus I; sind:

S:={veV(G)|Juel, :uw e E(G)}.
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Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Ecke v € V(G) sich in der Menge S befindet, lisst sich wie
folgt abschétzen:

1
PlveS) =P (3ue Ng():uel) Sue%@) T (4.2)

Sei H = G[V(G) — I — S] der von V(G) — I; — S induzierte Untergraph von G, also der
Graph H im ersten Durchlauf der Schleife des Algorithmus 4. Fiir alle Ecken v € V(G) gilt:

PwveV(H)=1-Pwel)—Plwes)
1 1
G 2 dof T

Ist V(H) nicht leer, so kann ein weiterer Durchlauf der Schleife in Zeile 3 bis 12 durchgefiihrt
werden. Hierbei ergibt sich auf gleiche Weise die Menge

I :={v € V(H) | Ny(v) C Ry(v)}.

Trivialerweise sind die Mengen I; und I disjunkt und jeweils unabhéngig und kénnen somit
eine unabhéngige Menge I; U I3 bilden. Folglich gilt fiir a(G):

a(G) = E(|1 U L)
=E(|L]) + E(|12])
= Y Pweh)+Pwel)).

veV(Q)
Es bleibt P(v € I3) zu bestimmen. Hierbei schreibt S. M. Selkow [ , S. 364] (der Leser
betrachte dazu die entsprechende Seite aus der Verdffentlichung auf der néchsten Seite):
Plvelh)=Pwel|veV(H)PweV(H)) (4.3)
1 1 1
>l —— 1 - —— — _— 44
- (dH(U)+1> dg(v)+1 Z dg(u)+1 ( )
u€Ng(v)
1 da(v) 1
> - — . 4.5
- (dG(U) + 1) dg(v) +1 ENZ( ) dg(u) +1 (4.5)
uENg (v
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364 S.M. Selkow | Discrete Mathematics 132 {1994) 363-365

Let X, be the indicator variable for vel;. By the linearity of expectation,
1
EUNN= ), E[X]= ), Privel}= ), ———
veV(G) veV (G) eV (G) c(0)+

We define S={ve V(G). (Iw)(wel, A {v,w}€E(G))}, ie., § is the set of vertices adjacent
to a vertex of I,.

Pr{veS}=Pr{(Awel¢([v))(wel,)}

1
S Z dgw)+1°

we Fg(v)

Let H be the subgraph of G induced by V(G)—1I,—S§, i.c., H is obtained from G by
removing I; US and all incident edges. For all ve V(G),

Pr{veV(H)}=1—Pr{vel, } —Pr{veS}

1 1
S L .
dg(v)+1 Z dg(w)+1

wel(v)

If ¥(H) is not empty, we can extract an independent set of vertices by defining
L={veV(H). {v,w}eE(H) = v<w}.
Let Y, be the indicator variable for vel,. For each v,

E[Y,]=Pr{vel,}

=Pr{vel,|veH }Pr{veV(H)}
1 1 1
2(dH(v)Jrl) (1 G dG(w)+1>

> (= 2, o)
do@)+1) \defo) 41 & da(w)+1

If x, yel; or x, yel,, then they cannot be adjacent, so I; and I, must be independent.
If xel, then every vertex adjacent to x belongs to S and cannot belong to I, so I, UI,
must be independent. Since < was a uniformly chosen total ordering, there must be
some total ordering yielding an independent set of at least this size. [

The Caro—Wei bound is tight if and only if all the components of the graph are
complete. The above bound is equal to the Caro—Wei bound for regular graphs, and is
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Ein Blick auf die Formeln (4.3)—(4.5) und den Beweis lidsst vermuten, dass der Autor

P(UEIQIUGV(H))EW

fiir jeden Graphen G annimmt. Jedenfalls behauptet und benutzt er, dass im Allgemeinen

dg(v) 1
d(;(v) + 1> dg(’l)) +1 _ueNZc;(v) d(;(u) +1

Pvel)> <

gilt, wie es auf der vorherigen Seite mit griin hervorgehoben ist. Dies ist jedoch falsch, denn es
gilt folgendes Lemma:

Lemma 4.1.2

Fiir alle € > 0 existiert ein Graph G und eine Ecke v € V(G) derart, dass

1 dg(v) L
0<Pvel)<e- (dG(U)Jrl) (dG(v)—I—l B} Z dG(U)Jrl)

gilt.

BEWEIS:  Sei im Folgenden G der Graph entsprechend der Skizze.

e

& )
S

Wir betrachten die Ecke v € V(G). Im Folgenden werden wir die Grofilen P(v € V/(H)) und
P(v € I5) bestimmen.

P(UEV(H)):l—P(vell)—P(vES)zl—P(UEII)—P(ueh):1—%—%:é.

Es sei ein ¢ € S(G) gegeben, so dass v € Iy gilt. Wir werden im Folgenden Bedingungen an
¢ stellen, die dquivalent zu v € I5 sind. Die Ecke v darf sich nicht in der Menge I; befinden,
daher muss u € Lg(v) gelten. Es gilt v € I genau dann, wenn u € S gilt. Somit muss aber
x € I gelten. Fassen wir diese Bedingungen an ¢ zusammen, so gilt:

P(z) < d(u) < ¢(v)
und

d(z) < ¢p(a;) fur allei =1,...,n.



4 Uber die Schranke von S. M. Selkow 40

Also ist ¢(x) = 1, aus den restlichen Nummern 2,...,n + 3 wihlen wir fir ¢(u) und ¢(v)
zwel aus. Die Nummern der Ecken aus A sind hierbei irrelevant. Damit haben wir

n+2
1- -n!
("3
giinstige Nummerierungen gefunden. Somit ist

(") nl (21
(n+3)! 2-(n+3)! 2-(n+3)

P(’U S Iz) =

Fiir beliebiges n > 6/= ergibt sich

P(v c ]2) _ 2-(n+3) _ 6 <& .
1 dg(v) 1 1.1 n-+3 ’
(i) (2855 ueNZG (U)dG(U)Jrl) 275

Fiir ¢ = 1 zeigt Lemma 4.1.2, dass der Beweis von S. M. Selkow falsch ist. Jedoch wiirde es
reichen

v # - max dGi(v) _ #
UG;G)P( €lp) > UEVZ(G) <dc(v) +1 {dg(v) +1 ue%@:(v) do(u) + 1,0})

zu zeigen, um den Beweis abzuschlieflen. Dieser Fragestellung werden wir im néchsten Abschnitt
begegnen.

4.2 Bemerkungen zu einem moglichen Beweis der Schranke

In diesem Abschnitt stellen wir einige Bemerkungen an, welche fiir die Richtigkeit der Behaup-
tung von Proposition 4.1.1 sprechen. Es gibt aber auch Uberlegungen, die ein Gegenbeispiel
moglich erscheinen lassen. Ein Beweis beziehungsweise ein Gegenbeispiel konnten wir jedoch
bisher nicht finden. Des Weiteren sind uns auch keine Resultate dazu aus der Literatur bekannt.

Zum Beweis von Proposition 4.1.1 bleibt noch

1 dg(v)
2 Peh)= 2 (wm‘m”{dc(vm—2

veV(G) veV(Q) u€Ng (v

1
)dG(U)Jrl’OD o

zu zeigen. Aus Lemma 4.1.2 ist bekannt, dass diese Aussage summandenweise falsch ist, das
heifit, dass im Allgemeinen nicht

1 de(v) 1
P(velp) > <dG(v)+1> do(0) + 1 —ue%;(v) do) 1 (4.7)

gilt.

Es kann also Ecken im Graphen G geben, die die Ungleichung (4.7) nicht erfiillen. Solche Ecken
nennen wir aus diesem Grund schlecht. Wir werden zeigen, dass es auch Ecken gibt, die die
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Ungleichung (4.7) mit einem Faktor gréfler 1 erfiillen. Solche Ecken bezeichnen wir mit gut.
Diese Eigenschaften sind im folgenden Lemma 4.2.1 zu finden.

Lemma 4.2.1

a) Fir einen nicht-vollstindigen Graphen G und jede Ecke v € V(G) mit Nglv] # V(G) gelten
fir P(v € Iz) die trivialen Schranken

1 1
O0<Plvel))<l— ——— — _—
(e l)<1=g i Tt o do) 1

b) Fir alle e > 0 gibt es einen nicht-vollstindigen Graphen G und eine Ecke v € V(G) derart,
dass

1 dg(v) 1
Ploch)<e <da(v) + 1) da(v) +1 _uG%c;(v) dolu) +1

Solche Ecken widersprechen der Ungleichung (4.7) und werden mit schlecht bezeichnet.

¢) Fiir ¢ > 1 gibt es einen nicht-vollstindigen Graphen G und eine Ecke v € V(Q) derart,
dass

1 da(v) 1
Plvely) >c- <dg(v) T 1> dg(v) +1 _'ME%(;(U) W

Ecken, die diese Bedingung erfiillen, nennen wir gut.

BeEwEIls:  Fiir einen Graphen G = (V, E) sei v € V(G) eine Ecke mit Ng[v] = V(G). Ist v in
einer unabhéngigen Menge, so kann diese Menge nur die Ecke v enthalten. In jeder anderen
unabhéngigen Menge kann sich v nicht befinden.

a) Es sei G = (V, E) ein nicht-vollsténdiger Graph und v € V(G) eine beliebige Ecke mit
N¢lv] # V(G). Dann gibt es zwei Ecken u, w € V(G) mit vu, vw € E(G) und vw ¢ E(G).
Sei ¢ € S(G) eine Nummerierung mit 1 = ¢(w), 2 = ¢(u) und 3 = ¢(v). Fiir diese
Nummerierung ist w € I, u € S und v € I5. Somit ist P(v € ) > 0.

Es ist bekannt, wie P(v € V(H)) berechnet werden kann. Es gilt

P“’“?)SP(U€V<H>>=1—P<v6h>—P<veS>s1—dG<vl>+1‘dG<u1>+1

fiir beliebiges u € Ng(v).
b) Das folgt direkt aus Lemma 4.1.2.

c) Es sei n € N eine natiirliche Zahl mit n > ¢ + 2 und K,, der vollstindige Graph mit n
Ecken. Wir wéhlen zwei Ecken w,v € V(K,,) und entfernen die Kante uv.

— K., —e
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Fiir den hierbei erhaltenen Graphen G = (V(K,,), E(K,) \ {uv}) berechnen wir getrennt
P(v € I3) und die rechte Seite

- 1 dG'(U) 1
R(v) o <dg<’l))+1> dg(v)—i-l B Z dg(u)—l—l

u€ENg(v)

Es sei ein ¢ € S(G) gegeben, so dass v € Iy gilt. Jede Ecke aus Ng[v] = V(G) \ {u} kann
folglich nicht in der Menge I; enthalten sein, so dass u € I; gelten muss und die Menge
S =V(G)\ {u,v} ist. Damit v € I5 gilt, muss es einen Nachbarn a € Ng(v) geben mit
a € Lg(v). Fassen wir diese Bedingungen an ¢ zusammen, so gilt 1 = ¢(u) und 2 = ¢(a).
Die Nummern der restlichen Ecken sind hierbei irrelevant. Wir haben

1-(n—2)-(n—2)!
giinstige Nummerierungen gefunden und es gilt

Plvel) = li(n_?!. (=2t _ nrzn_—Ql)

Berechnen wir die rechte Seite der Ungleichung;:

_ 1 dg(v) _ 1
R(”>(dG(v)+1> de(v) + 1 2 de(u) + 1

u€Ng(v)
_ 1 n—2_n—2
S \n-—1 n—1 n
1 ' n—2
n—-1 n-(n—-1)
Somit ist
Pvel)=(n—-1)-R)>c-R(v). n

Das Lemma 4.2.1 zeigt, dass es gute und schlechte Ecken geben kann. Wenn fiir jeden Graphen
die guten Ecken die schlechten iiberwiegen in dem Sinne, dass die Ungleichung (4.6) gilt, so wére
Proposition 4.1.1 richtig. Der Beweis fiir das Uberwiegen der guten Ecken ist uns bisher nicht
gelungen.

Wir méchten noch eine kurze Uberlegung vorstellen, die moglicherweise gegen die Richtigkeit
von Proposition 4.1.1 sprechen koénnte. Dazu sei G der Graph bestehend aus zwei kompletten
Graphen K, die iiber je eine Ecke miteinander verbunden sind. Betrachten wir dazu die folgende
Abbildung.

Ky —— K,

Die Caro-Wei-Schranke ergibt

2 2n -2

CW(G):n+1+ n
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Berechnen wir die Schranke (4.1):

2 2n — 2 —1 1 -2
a(G) > CW(G) + 0+ (” - I >
n—+1 n n n—+1 n

2 2n—2 2n—2 1
n—|-1+ n * n n-(n+1)
22+ (2n—2)n-(n+1)+ (2n —2)
B n?-(n+1)
_2n3+2n2—2
- nd4n?

Diese Formel erreicht fiir alle n die Unabhingigkeitszahl a(G) = 2 nicht. Die Konstruktion eines
Graphen, bei dem die Schranke aus Proposition 4.1.1 den tatséichlichen Wert «(G) iibersteigt,
ist bisher nicht gelungen. Daher bleibt in dieser Arbeit offen, ob das Resultat von S. M. Selkow
gilt.

Kapitel 1 dieser Arbeit bietet einen gewiss nicht vollstéindigen Uberblick iiber verschiedene unte-
re Schranken fiir die Unabhéngigkeitszahl a(G) an, die allesamt Verbesserungen der Caro-Wei-
Schranke CW(G) sind. In Kapitel 2 wurde eine allgemeine neue Schranke eingefiihrt, die Aus-
gangspunkt fiir weitere Betrachtungen war. So konnten wir einfachere und leicht berechenbare
Schranken ableiten und diese bewerten. Unter anderem schriinkten wir die Menge der v-Graphen
H(v) auf Wege der Linge zwei ein. Einen solchen Weg P = (v,u,w) € H(v) untersuchten wir
ausgehend von der Endecke v.

Betrachten wir solche Wege P = (v, u,w) von dem ,Mittelpunkt“ u aus, so ist die Nichtkante
zwischen v und w eine fehlende Kante in der Nachbarschaft Ng[u] von u. Mit Hilfe des Satzes
von Turén werden wir die Anzahl fehlender Kanten abschitzen koénnen. Bei dieser Abschitzung
wird der Parameter wg(u) auftreten und damit, wie wir in Kapitel 6 noch sehen werden, kann
unser Resultat (Theorem 1) genutzt werden, um sich der Vermutung 1.1.3 von E. Bertram
und P. Horak ,,anzundhern®“. Dazu werden wir zunéchst in Kapitel 5 leichte Variationen von
Theorem 1 betrachten.



5 Variationen des Resultats aus Kapitel 2

In diesem Kapitel werden wir versuchen, die beiden strikten Anforderungen (v, ¢)-Zuléssigkeit
und (v, ¢)-Vertriglichkeit an die v-Graphen H € H(v) aus den Kapiteln 2 und 3 etwas aufzu-
weichen. Einerseits gehen zunichst die einfachen Folgerungen der Lemmas 3.1.1 bis 3.1.4 ver-
loren und miissen schliellich nachgewiesen werden. Andererseits erhalten wir leicht verbesserte
Schranken.

5.1 Ein anderer Weg zur Eindeutigkeit

Riickblickend auf den Beweis in Kapitel 3, musste dort gefordert werden, dass nur Nummerie-
rungen gezihlt wurden, die fiir alle v € V(G) und H € H(v) sicherstellten, dass die Eigenschaft
Ng(w)\ Ng(w) C Ry(w) fiir alle w € V(H) galt. Nur so gelingt es im Allgemeinen, die Eindeu-
tigkeit der Untergraphen aus #H(v) zu erreichen und Mehrfachzihlungen der Nummerierungen
zu vermeiden, so wie es in Lemma 3.1.4 gezeigt wurde. Durch eine Einschrankung der Men-
ge H € H(v) konnen wir gegebenenfalls Anforderungen lockern, ohne Mehrfachzihlungen der
Nummerierungen zuzulassen. Damit wird es moglich sein, die Nenner der Summanden von ()
zu verkleinern, den Wert der Schranke zu erhéhen und so «(G) besser abzuschétzen.

Dies wollen wir in der folgenden Situation betrachten: Es seien zwei beliebig gegebene Ecken
u,v € V(G) mit wv ¢ E(G). Mit Ng(u,v) := Ng(u) N Ng(v) definieren wir die gemeinsame
Nachbarschaft und nehmen an, dass diese nicht leer ist. Unter welchen Bedingungen an ¢ € S(G)
nimmt der Algorithmus 2 die Ecke v in die Menge J, auf?

Dazu wihlen wir S C Ng(u,v),S # 0,s = |S] und es sei ¢ € S(G) mit

$(u) < ¢(w) < ¢(v)
fiir alle w € S. Gilt auBerdem Ng(u) N Lg(u) = 0 und Ng(v) N Ly(v) = S, so ist der v-Graph H
mit V(H) = S U {u,v} ein (v, ¢)-zuldssiger, womit v € Jy ist.

Angenommen, H ist zudem (v, ¢)-vertréglich, so wird ¢ in Theorem 1 gez#hlt und es folgt direkt
eine Abschétzung fiir die Unabhéingigkeitszahl.
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Korollar 5.1.1

a@zCW@+ > > > ¥ T

veV(G) ueV(G), SCNg(u,w), WGH(S
uw¢E(G), S#0
NG(U7U)¢®

wobei € TI(S) eine Anordnung von S zu einem Tupel (w1, ws,...,ws) mit s := |S| ist und

= [Na[S U{u, v}]], bi(m) = [Na[S U {v}] \ {u}],
bi(m) := |Ng[{wi, ..., ws, v} \ {w,w1,...,wi—1}| fiiri=2,...,s und ¢ :=dg(v) + 1 — s.

Es reicht in diesem Fall jedoch, dass H ein (v, ¢)-zulédssiger v-Graph ist. Wir miissen lediglich
fordern, dass [ Ng(z) C Ry(w) fiir alle w € S ist.
zes

Proposition 5.1.2

!
a@zcw@+ Y Y Y et

veV(G) ueV(G), SCNg(u,v),
w¢E(G), S#0
Ne (u,0)#0

mit s :=|S|, a :== |[Ng[{u,v}]U (| Ng(w)|, b; := |[Ng[v]U [ Ng(w)|—1i firi=1,...,s
weS wesS
und ¢ :=dg(v) +1—s.

BEWEIS:  Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von Theorem 1. Deshalb wird er nur
verkiirzt aufgefiihrt.

Wir wollen eine gewisse Teilmenge von S(G) derart konstruieren, dass v € Jy ist. Sofern
Ng(v) N Ly(v) = 0 gilt, ist p(H) = 0, das heifit wir erhalten den Summanden
Summe iiber V(G) die Caro-Wei-Schranke ergibt.

1
W, dessen

Falls die Situation wie im Bild zu Beginn dieses Abschnitts eintritt, wihlen wir v € V(G) mit

wv ¢ E(G) und Ng(u,v) # 0. Es sei aufierdem S C N¢g(u, v) nichtleer. Fiir alle ¢ € S(G), so

dass H ein (v, ¢)-zuldssiger v-Graph ist, gilt nach Lemma 3.1.3, dass v € Jy ist. Sei ¢ € S(G)

eine solche Nummerierung.

Wir definieren die Mengen A := Ng[{u,v}]U [ Ng(w), B := Ng[v]U [ Ng(w)\ {u} und
weS

wesS
C := Ng[v]\ S, die a = |A], by = |B| und ¢ = |C] erfiillen.
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Es folgt

X1 :={¢(x) |z € A} C{1,...,n},
¢(u) := min(Xy),
Xy :={¢(z) |z € B} € X1 \ {min(X1)},
Y = {¢(x) |z € S}t={i e Xo| iist die kleinste bis s-kleinste Zahl aus X5},
X3 :={¢(x) |z € C} C X5\Y,
¢(v) := min(X3)

und

71 = {6(x) | w € A\ (BU{uh)} = X1 \ (X2 U {min(X,)}),
Zy:=A{¢(x) |z € B\ (CUS)} =Xy \ (X3UY),
Zyi= {6(x) | 2 € O\ {v}} = Xy \ {min(X)}.

Fiir die Mengen X, X5 und X3 gibt es (1) - (afl) . (bl*s) Moglichkeiten, diese zu wihlen;

a b1 c
den Faktor s! erhilt man fiir Y.

Fiir die Zuordnung der Mengen 71, Zs, Z3 erhalten wir (a — by — 1)!- (b —c— s)! - (¢ — 1)!
Moglichkeiten.

Es verbleiben noch (n — a)! Moglichkeiten die restlichen Ecken zu nummerieren.

Insgesamt ergibt sich

nl-sl(by — s)!

a-c by!

Bildet man die Summe iiber alle v und S, erhélt man die behauptete Schranke.

Bis jetzt haben wir mogliche Mehrfachzéhlungen der Nummerierungen nicht beachtet, es
verbleibt daher der Nachweis, dass wir kein ¢ € S(G) mehrmals zidhlen. Zu gegebenem

¢ € S(G) ist S = Ng(v) N Ly(v) und {u} = () (Ng(w) N Lg(w)) eindeutig bestimmt, fir
weS
eine andere Wahl von u und S erhélt man ein anderes ¢’ € S(G). Mehrfachzihlungen sind

damit ausgeschlossen. =

5.2 Alternative zur (v, ¢)-Zulissigkeit

Es wurde gezeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen fiir alle w € Ny g(v) die Nummern ¢(x)
fir © € Ng(w) \ Nug(w) beliebig sein kénnen. In diesem Abschnitt untersuchen wir, inwiefern
diese Eigenschaft fiir Ecken aus der Menge Ny i (v) statt Ny g (v) gelten konnte.

Es sei dazu eine beliebige Ecke u € V(G), eine Nummerierung ¢ € S(G) und eine Nachbar-
ecke v € Ng(u) N Rg(u) mit groBerer Nummer gegeben. Wir betrachten die Situation, in der
Algorithmus 2 die Ecke v in die Menge J, aufnimmt.
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Es muss mindestens einen Nachbarn w € Ng(u) von v mit w € Lg(u) geben, der nicht mit
v adjazent ist. Wir nehmen daher im Folgenden an, dass Ng(u) N Lg(u) N Ng(v) = 0, setzen
W = Ng(u) N Ly(u) und nennen die Elemente wy, ..., ws aus W entsprechend der gewéhlten
Nummerierung ¢.

Aus Theorem 1 folgt direkt eine Abschitzung fiir die Unabhéngigkeitszahl in der oben verein-
barten Situation.

Korollar 5.2.1

1
aG) zow@e+ Y Y Y Y e bc

veEV(G) u€ENg(v) WCNg(u), well( W)
WﬂNg[ } 0,
W0

wobei m € II(W) eine Anordnung von W zu einem Tupel (wi,wa, ..., ws) mit s := |W| ist und
ai(m) == |[Ng[W U {u,v}]|, ai(7) == |Ng[{w,...,ws,u,v}] \ {w1,...,wi—1}| firi=2,...,s,
= |Ng[{u,v}] \ W| und ¢ := dg(v).

Wegen Definition 2, b) muss fiir alle w € W gelten, dass Ng(w) \ W C Ry(w) ist. Dies fiihrt zu
der Grofle der Faktoren im Nenner. Es reicht jedoch, wenn wir fiir ein w; € W fordern, dass alle
anderen Nachbarn eine gréflere Nummer haben, das heift Ng(w;) C Rg(w;). Damit werden die
Nenner kleiner und das vorige Korollar verbessert.

Proposition 5.2.2

(s —1)!
@ zew@+ Y Y% Zaoal _a)s_l.b.c’

veEV(G) ueNg(v) WCNg(u , wieW
WNNg[v]=0
W0

mit s .= |W|, ap := |Ng[{w1,u,v}]|, a; := |[Ng[{u,v}] \ W|+ (s —4) firi=1,...,s = 1,
= |Ng[{u,v}] \ W| und ¢ := dg(v).

BEWEIS: Auch dieser Beweis verlauft analog zu dem von Theorem 1 und wird deshalb nur
verkiirzt aufgefiihrt.

Wir wollen eine gewisse Teilmenge von S(G) derart konstruieren, dass v € Jy ist. Fiir den
Fall, dass Ng(v) N Ly(v) = 0 gilt, ist p(H) = 0, das heifit wir erhalten den Summanden

W)H’ dessen Summe iiber V(G) die Caro-Wei-Schranke ergibt.
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Falls die Situation wie im Bild zu Beginn dieses Abschnitts eintritt, wihlen wir ein u € Ng(v),
dann W C Ng(u) mit W N Ng[v] = 0,W # 0 und ein wy € W. Sei nun ¢ € S(G) eine

Nummerierung mit

p(w1) < p(w) < P(u) < ¢(v)

fiir alle w € W\ {w; }.

Wir definieren die Mengen A := Ng[{w1,u,v}]|, B := Ng[{u,v}] \ W und C := Ng[v] \ {u},
die ap = |A|, b = |B| und ¢ = |C] erfiillen.

Es folgt

Xp:={¢(x) |z € A} C{1,...,n},
¢(w1) := min(Xy),
Xa :={¢(z) |z € Na[{u,v}] \ {wi}} € X1\ {min(X})},
Y i={¢(x) |z e W\ {wi}} ={i € Xy | iist die kleinste bis (s — 1)-kleinste Zahl aus X5},
X3:={¢(x) |z € B} C X1\,
¢(u) = min(X3),
Xy :={¢(x) | x € C} C X3\ {min(X3)},
¢(v) := min(Xy)

und

Zy:=A{¢(z) [z € A\ Ng[{u,v}]} = X1\ (Xz U {min(X1)}),
Zy :={¢(x) |z € B\ (CU{u})} = X3\ (X4 U {min(X3)}),
Zy:=A{¢(z) [z € C\{v}} = Xa\ {min(Xq)}.

Fiir die Mengen X7,..., X gibt es (;‘O) . (b-ﬁ(()s_—ll)) . (2) : (bzl) Moglichkeiten, diese zu wiihlen;
den Faktor (s — 1)! erhélt man fiir Y.

Fiir die Zuordnung der Mengen Z;, Zs, Z4 erhalten wir (ap— (b+(s—1))—1)!-(b—c—1)!-(¢—1)!
Moglichkeiten.

Es verbleiben noch (n — ap)! Moglichkeiten die restlichen Ecken zu nummerieren.

Insgesamt ergibt sich
n ap— 1 b
ag b+ (s—1) b

_onl-(s—=1! (b—1)!
~ ap-c (b+s—1)

Bildet man die Summe iiber alle v, W und w; € W, erhélt man die behauptete Schranke.

Es verbleibt der Nachweis, dass v in Jy liegt und dass wir Mehrfachzédhlungen ausschlieen
konnen. Aufgrund der Wahl von ¢(w;) ist Ng(w1) N Lg(w1) = @ und somit wy € Jy. Nach
Lemma 3.1.1, (3.3) ist damit u ¢ Js. Wegen der Wahl von ¢(v) und C' = Ng[v] \ {u} gilt
Ng(v) N Ly(v) N Jy = {u} N Jp = 0 und wiederum mit Lemma 3.1.1, (3.3) folgt, dass v € Jy
ist.
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Da auBerdem Ng(v) N Lg(v) = {u}, Ng(u)NLg(u) =W und w; € W mit kleinster Nummer
ist, wére ¢ verschieden fiir eine andere Wahl von u, W oder w;. Mehrfachzéhlungen sind
damit ausgeschlossen. n

5.3 Vollstiandige v-Graphen

In diesem Kapitel erneuerten wir die Anforderungen an Nachbarn der Mengen N, i (v). Dies
wurde einmal fiir ¢ = 1 und einmal fiir ¢ = 2 untersucht. Im Folgenden werden diese neuen
Anforderungen fiir alle ¢ = 1,...,p(H) erweitert, was zu einer allgemeineren Formel, die im
Folgenden betrachtet werden soll, fiihrt.

Dazu definieren wir die vollstéindigen v-Graphen:

Definition 4

Zu v € V(G) sei H ein vollstandiger v-Graph, falls H ein v-Graph nach Definition 1 ist
und sich zwischen den Mengen Ny g(v) und Ny m5(v) fir g =0,...,p(H) —1 alle moglichen
Kanten befinden.

Mit Hiompler(v) bezeichnen wir die Menge aller vollstindigen v-Graphen zu v € V(G).

Mit der Definition der vollstdndiger v-Graphen kénnen wir Proposition 5.3.1 allgemein formu-
lieren. Wir zéhlen dabei alle Nummerierungen ¢ € S(G), bei denen gilt:

o Fiir die Mengen Ny g (v) mit ungeradem g reicht es zu fordern, dass [ Ng(w) C Ry(w)
wEN, g (v)
fiir alle w € Ny g (v) ist.

o Fiir die Mengen N, g (v) mit geradem ¢ reicht es zu fordern, dass es ein w € Ny g (v) gibt,
so dass Ng(w) N Lg(w) € Ngy1,m(v) gilt.

Die Propositionen 5.1.2 und 5.2.2 erfiillen genau diese beiden Bedingungen; die betrachteten
v-Graphen sind vollstdndig gem#f Definition 4.

Proposition 5.3.1

Zu v € V(G) sei ein vollstindiger v-Graph H mit den Mengen Ny pg(v) fir g =0,...,p(H)
gegeben. Hieraus wahlen wir ein w? € Ny g (v) fir alle geraden ¢ =2,...,p(H). Des Weiteren
sei ng := |Ng g (v)| fir alle q=0,...,p(H).

Wir definieren die Zahlen

api=| U (Na@")UNpu(0) UNg11(0) U () Ne(u)) U NGl
q=2,4,....,p(H) ueNq 1,0 (V)
bpi=| [ Ne(\Npyuw) Ul (Nqu U Nguir(v) UNg—1,m1(0) U (] Ne(u) )UNg[U],
UENp_1,H(v) q=2,4,....,p(H)—2 UENq 1,1(v)
s = U (Nc(wq)UN%H( ) UN,_1a(v) U () Ne(u )\NP_LH(U) U Nglvl,
q=2,4,...,p(H)—2 ueNq 1,1 (v)
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b= | () Mo\ Npoa(e) L U (Vo) UNus(0) UNy-sa(0) U ) Nao) U Nole)
uENp—3,1 (v) g= 24m,p<H) “GN" nar )
g i (NG(wQ) U Nz (v) U Ny g ( ﬂ Ng(u ) \ N3.u(v) U Ng[v]|,
uENl ,H(v)
byi=| () Na(u)\Nou(v) U Nalv]|,
wEN1 g (v)
ap := [Ng[v] \ NI,H(U)’~

Dann ist

=2 ) 2.

UEV G) Heramplett(U) wpeNp,H(U):
wP~2eN, 3 g (v),

w2EN.2,H(v)
(np —)l-npq! (np—2 — 1) ny_s! (ng—1!-mq! 1
np—1 ) np_2—1 e no—1 . ’ ;0
ap - [[(bp+1) ap—a - [ (bp—2+1) ag - [] (b2 +1)
i:l—np_l iZl—'ﬂ,p,g i=1-n1

Der Beweis verlduft analog zu den beiden Beweisen in den vorangegangenen zwei Abschnitten.

In Kapitel 5 zeigte sich, dass durch eine Einschrinkung der Menge H(v) der v-Graphen zu
Hiomplett (v) die Nenner verkleinert werden konnen (Proposition 5.3.1). Somit werden die Sum-
manden grofler und, sofern wir durch die Einschrinkung nicht zu viele v-Graphen verlieren, die
Schranke besser. Auf eine genauere Untersuchung, fiir welche Graphenklassen tatséchlich eine
Verbesserung vorliegt, soll hier verzichtet werden. Des Weiteren sei angemerkt, dass es durchaus
auch andere Ideen gibt, wie mit der Einschrinkung der Menge #(v) die Summanden ausreichend
vergroflert werden koénnen.



6 Uber die Vermutung von E. Bertram und
P. Horak

Wie in Abschnitt 2.4 betrachten wir in diesem Kapitel erneut die Menge Py (v) C
P = (v,u,w) der Linge 2, die v als Endecke haben. Dann ist M = J,cy(q) P2
aller induzierter Wege in G mit 3 Ecken. Wir zerlegen diese Wegemenge

H(v) der Wege
(v) die Menge

M = U M(u)
ueV(G)

neu, indem wir jeder Ecke u € V(G) die Menge M (u) aller induzierter Wege in G mit 3 Ecken,
deren ,,Mittelecke* w ist, zuordnen. Damit ergibt sich eine eineindeutige Zuordnung eines solchen
Weges P = (v,u,w) zu der fehlenden Kante vw in der Nachbarschaft von u. Nutzen wir dieses
Vorgehen und die Eigenschaft, dass P = (v, u, w) € Pa(v)NP2(w) fir jedes P = (v, u, w) € M(u)
gilt, so kénnen wir mit Hilfe des Satz von Turdn Aussagen iiber die fehlenden Kanten in der Nach-
barschaft von u treffen. Es wird sich hierbei der Parameter wg(u) ergeben, so dass neue Schran-
ken fiir a(G) entwickelt werden konnen, was zu einer ,, Annéherung* an die Vermutung 1.1.3 von
E. Bertram und P. Horak | | fithren wird.

Wir formulieren erneut die Vermutung 1.1.3. Mit wg(v) sei wiederum die Anzahl der Ecken der
grofiten Clique bezeichnet, die v enthélt.

Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt

> 2 dc +wG( )+ 1

veV (G

Fiir perfekte Graphen und Graphen mit Maximalgrad 4 konnte dies bereits bewiesen werden
[ |, im Allgemeinen ist sie noch offen. Ein Beweis der Vermutung wird hier nicht angegeben
werden konnen, da wir hierzu aus einer Schranke der dritten Kategorie eine Schranke der ersten
Kategorie ableiten wollen. Hierbei ist eine Vielzahl von groben Abschitzungen notwendig, so
dass diese abgeleitete Schranke letztendlich oft schlechter als die Vermutung sein wird.

6.1 Der Nicht-Kanten-Graph

Erinnern wir uns an die Situation aus Abschnitt 5.2.
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Ausgehend von u betrachtet besteht dieser Graph nur aus Ecken aus der Nachbarschaft von u. Da
die v-Graphen induzierte Untergraphen sind, existieren keine Kanten zwischen v und den Ecken
aus W. Wir interessieren uns daher fiir die nicht-existierenden Kanten in der Nachbarschaft von
u. Dazu sei folgende Definition gegeben.

Definition 5

Sei G = (V,E) ein beliebiger Graph und C C V(G) eine Menge an Ecken. Dann ist der
Nicht-Kanten-Graph NE(C) der Graph mit

V(NE(C)) := C,
E(NE(C)) :=A{uwv | u,v € C und wv ¢ E(G)}.

Es sei angemerkt, dass der Graph N E(C) der Komplementérgraph von G|[C] ist.

Wir betrachten im Folgenden zu der Ecke u € V(G) den Nicht-Kanten-Graphen der Nachbar-
schaft von u, das ist der Graph H := NE(Ng(u)). In diesem Graphen méchten wir die Anzahl
der Kanten unter Zuhilfenahme des Satzes von Turén [ | abschétzen.

Proposition 6.1.1 (Satz von Turan)
Sei G = (V, E) ein Graph mit n Ecken, der keine (r + 1)-Clique enthdlt. Dann gilt

B (1-1) i

Zusdtzlich ist der Graph Ky, . n. mit |n; —nj| <1 der einzige Graph ohne (r + 1)-Clique mit
mazimaler Anzahl an Kanten.

Der Komplementérgraph des Nicht-Kanten-Graphen H ist der induzierte Untergraph G[Ng(u)].
Dieser besitzt keine wg(u)-Clique; hieraus folgt somit fiir H mit n := |V(H)| = dg(u)

n n2 2 2 .
1= () - leewen| > - (1- =) 5 = o= - 7

Bei Proposition 5.2.2 vertauschen wir die Summationsreihenfolge, das heiffit es werden nicht
mehr die Wege P = (v, u,w) von v ausgehend iiber v in die Menge W untersucht, sondern wir
beginnen die Betrachtungen in u. Dann ist v ein Nachbar von » und die Menge W lasst sich
mit dem Nicht-Kanten-Graphen H der Nachbarschaft beschreiben, dessen Kantenanzahl wir im
Folgenden dann auch abschétzen wollen. Das bedeutet

(s —1)!
a@ZCWE@E+ > Y Y Zaoal )b

veV(G) ueNG(v) WCNg(u), wieW !
WﬂNG( )20
W)

(s —1)!
)SIIDSNID SENND p S| R

ueV(G) veNg(u) WCNNE(N(u))(v), w1€W
W

mit s := |W|, ap := |Ng[{w1,u,v}]], a; := |[Na[{u,v}] \ W|+ (s — i) fir i = 1,...,s — 1,
= |Ng[{u,v}] \ W] und ¢ := dg(v).
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Wir méchten nun die Faktoren a; fiir ¢ = 0,...,s—1 und b abschétzen. Eine Mo6glichkeit hierfiir
sind die lokal k-semireguléren Graphen, die im néchsten Abschnitt beschrieben werden.

6.2 Lokal k-semiregulire Graphen

Fiir die Berechnung von (6.1) ist es notwendig, Informationen tiber die Grade dg(w1), dg(u)
und dg(v) zu kennen. Wir betrachten daher in diesem Abschnitt eine Graphenklasse, in der die
Grade benachbarter Ecken kaum voneinander abweichen. Beginnen wir mit der Definition dieser
Graphenklasse:

Definition 6

Sei G = (V, E) ein Graph und k > 0 eine natirliche Zahl. Wir nennen G lokal k-semiregulir,
falls fiir je zwei benachbarte Ecken u,v € V(G) gilt

lda(u) — da(v)] <.

Beachte, ein lokal 0-semirequldrer und zusammenhdngender Graph ist ein requlirer Graph. FEin
Graph mit Mazximalgrad A ist (A — 1)-semiregulir.

Mit der Erklarung der lokal k-semireguldren Graphen kéonnen wir die Grade der Ecken aus der
Nachbarschaft von v mit dg(u) und k abschétzen. Fiir die Faktoren a; fiir i = 0,...,s — 1 und
b und ¢ aus Formel (6.1) ergeben sich mit s = |W1:

ap = |[Ng[{w1, u, v}]| <dg(ur) +dg(u) +dg(v) — 1 < 3dg(u) + 2k — 1,
= |Ng[{u,v}] \ W|+1i <dg(u) + (dg(v) —s) + i <2dg(u) +k—s+i,
b= [Ne[{u,vi] \W|  <da(u) + (da(v) - s) < 2dg(u) + k — s,

¢ =dg(v) <dg(u) + k.

Diese Ungleichungen legen eine Definition von mj(u), ma(u) und mg(u) nahe:

mq(u) := 3dg(u) + 2k — 1 > ay,
ma(w) = 2da(u) + k> b+ s,
ms(u) :=dg(u) +k > c.

O‘(G) >CW Z Z Z Z - aq (8_2,1'_1 ‘b-c

a
WEV(G) vENG (W) WCNy g (u))(v), wIEW °
W0

Pr=dNp(N(u))(®) »
. (s—1)!
> CW (G Z Z Z <s> 5 M) (ma(u)—s)-(ma(u)—1)-ms ()

ueV(G) vENg(u) s=1

_ I N (ma(u) —s—1)!
=OWO 2 () 2 2 Gl ) — 1)

ueV(G) s=
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“ O X e 5(750)
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(e +UE%(:G)M ve%;(f;' ””(@ Z()u; P I)vl)' > (mz(U) + (qq —p) - 1)
o Yt T (1)
e +u§a>rw 2 =T
— CW(G) +U§G;M v@%@, —r

Wenden wir die Jensen’sche Ungleichung (Lemma 1.2.1) mit der konvexen Funktion = —

Pr=dNE(N(u) (V)

()%

fiir 0 < x < ma(u) auf die zweite Summe der letzte Zeile an.

a(G) > CW(G) +

2

1 1 dnNE(N (@) (V)

cda(u) Y

ueV(G)m1(u) -m3(u) veNG(u)dG(U) (ma(u) — dypvw)(v))
> amw VB w) (V)
) 1 vENG(u) ©
> CW(G) + ——— -dg(u
(@) ue%(:c)ml(u)~m3(u) o )MQ(U) ve]%(uﬂic(") AN B(N(u)) (V)
_ 1 da(w) -2 [E(NE(N ()
=Wt 2, ) mate) () - o) — 2 ENEN )]
(dg (w))* 2
1 o1 — (d6(w)
> OW(G) + :
ug(:a)ml(u).mg(u)( o) -ma(u) — (LD — dg(w)) )
_ U (o)~ da()egln) ~ 1)
=OWE* 2 oty mat) (Gmatu) + Diwetn) — 1) - detw)

Wir erhalten eine Schranke, in die (neben dem festen Wert k) nur dg(u) und wg(u) eingehen,
so wie es auch in der Vermutung 1.1.3 der Fall ist.

Proposition 6.2.1

Es sei k =0,1,... beliebig und G = (V, E) ein lokal k-semiregulirer Graph. Dann gilt
(@) > ) p(v)
ueV(G)
mit
1
ulv) = dg(v) +1 (6.2)
N dg(u)(da(u) — we(u) +1) '
(3dg(u) + 2k — 1)(dg(uw) + k) ((2dg(uv) + k + 1) (wg(u) — 1) — dg(u))
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Es ist uns nicht moglich eine Graphenklasse anzugeben, fiir die diese Schranke die Vermu-
tung von E. Bertram und P. Horak bestétigt. Daher bezeichnen wir Proposition 6.2.1 nur als
y,2Annaherung“ an die Vermutung.

Wir méchten als Abschluss zu diesem Abschnitt diese Anndherung illustrieren und stellen hierbei
fest, dass fiir alle nicht-isolierten Ecken u € V(G) gilt

2 <wg(u) <dg(u) + 1.

Betrachten wir die Extremalwerte fiir wg(u). Wird der maximale Wert wg(u) = dg(u) + 1 fiir
alle Ecken u € V(G) angenommen, so ist G ein Graph bestehend aus unabhéngigen Cliquen.

IS L
denn schlieBlich ist a(G) = CW(G). Im zweiten Fall wg(u) = 2 fiir alle v € V(G) existieren im
Graphen G keine Dreiecke, woraus das Korollar 6.2.2 folgt. Es sei noch angemerkt, dass es fiir
3-kreis-freie Graphen bereits sehr gute untere Schranken | | gibt:

Sowohl p(v) aus (6.2) als auch die Summanden von Vermutung 1.1.3 reduzieren sich zu W

Korollar 6.2.2

Es sei k =0,1,... beliebig und G = (V, E) ein lokal k-semirequlirer und 3-kreis-freier Graph.
Dann gilt

dg(u)(dg(u) — 1)
(3dg(u) + 2k — 1) (dg(u) + k) (dg(u) + k + 1).

a(G) = CW(G) + Y
ueV(G)

Wir nehmen zusétzlich noch an, dass G auch regulér ist, obwohl es fiir regulidre Graphen ebenfalls
sehr gute Resultate in der Literatur gibt, beispielsweise sei hier | | genannt. Das heifit wir
betrachten kurz den Fall K = 0 und erhalten fiir einen 3-kreis-freien, reguldren Graphen G vom
Grad r:

a(G) 1 r—1 4r — 2 4
> + = .
n —r+1 @r-1)(r+1) 32+2r—1 3r

Fiir die Schranke von Brooks gilt

a(G) 1 1
N s -
n — AG) r
und die Vermutung 1.1.3 von E. Bertram und P. Horak ergibt
a(G) S 2 .
n ~r+3

Somit ist diese Schranke fiir regulére, 3-kreis-freie Graphen im Allgemeinen besser als das Re-
sultat von Brooks. Fiir einen Kreis mit gerader Anzahl Ecken (r = 2) erhalten wir hingegen

dr — 2 2 2

32+2—1 r+3 5

Abschlieflend fiir dieses Kapitel stellen wir fest, dass unsere ,, Anndherung® ein Beitrag zur Ver-
mutung von E. Bertram und P. Horak in dem Sinne ist, dass wir ein schwicheres Resultat
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beweisen konnen, welches (bei festem k) die gleichen Graphenparameter enthélt. Nur in weni-
gen Fillen, wie eben bei Kreisen gesehen — und Kreise haben einen Maximalgrad kleiner als
4, das heifit sie werden schon durch | | abgedeckt — kann durch dieses Ergebnis obige
Vermutung bestétigt werden.



7 Zusammenfassung

Ausgehend von der im Allgemeinen ,,schweren Berechenbarkeit* der Unabhéngigkeitszahl a(G)
ist es gerechtfertigt, sie mit unteren Schranken abzuschétzen. Die vielen Vorschlédge fiir untere
Schranken in der Literatur zeigen, wie intensiv diese Thematik in den vergangenen 35 Jahren
untersucht wurde. Da wir den Schwerpunkt dieser Arbeit auf ,,Caro-Wei-ahnliche* Schranken
gelegt haben, ist auch die in Theorem 1 formulierte, neue, allgemeine untere Schranke fiir die
Unabhéngigkeitszahl eine dieser Art. Die oft aufwéndige Berechnung, die der Leser bereits am
Beispiel eines Kreises nachvollziehen konnte, motivierte uns, einfachere und leicht berechenba-
re Schranken abzuleiten. Hierzu wurden die Mengen H(v) der sogenannten v-Graphen zu den
Ecken v € V(@) eingeschrinkt. Teilweise war es so moglich, die in unserer Schranke vorkom-
menden Summanden weiter zu vergrofiern, wie Kapitel 5 ausfithrt. Neben der Anwendung der
neuen Schranke als Mittel zur Abschitzung der Unabhéngigkeitszahl — verschiedene Vergleiche
bestédtigten hierbei die guten Ergebnisse der Schranken — konnten die Resultate auch genutzt
werden, um eine Schranke fiir lokal k-semiregulire Graphen zu entwickeln. Ahnlich wie bei der
Vermutung von E. Bertram und P. Horak gehen hierzu fiir festes k£ nur die GréBen dg(v) und
wg(v) ein. Die erwdhnte Vermutung liefl sich jedoch nicht mit den hier vorgestellten Mitteln,
auch nicht teilweise, beweisen.

Um die algorithmische Strategie im Beweis der neuen Schranke einschétzen zu kénnen, suchten
wir nach vergleichbaren Resultaten in der Literatur, die ebenfalls dieses algorithmische Vorgehen
fiir den Beweis nutzen. Hierbei stieflen wir auf die Schranke von S. M. Selkow, der wir uns in Ka-
pitel 4 zuwendeten. Wir konnten zeigen, dass der Beweis in der Originalarbeit von S. M. Selkow
falsch ist. Dort wird eine Abschétzung benutzt, die, wie in Lemma 4.1.2 gezeigt, beliebig falsch
werden kann. Selbst nach intensiven Literaturstudien bleibt offen, ob dieser Fehler in der Arbeit
von S. M. Selkow bereits entdeckt wurde, oder ob es mittlerweile einen Beweis gibt. Andererseits
ist es uns auch nicht gelungen, ein Gegenbeispiel zu konstruieren. Es bleibt folglich die Frage
offen, wie das Resultat von S. M. Selkow oder eine stirkere Variante bewiesen werden kann.
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